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Kapitel 1

Einleitung

Unter einer Superauswahlregel versteht man die Zerlegung des physikalischen Hilbert-
Raumes in orthogonale Unterrdume, so daf Observablen keine Ubergéinge zwischen ver-
schiedenen dieser Unterraume machen kénnen [W1/W1/W1 52]. Ein bekanntes Bei-
spiel fiir eine Superauswahlregel ist die sogenannte Univalenz-Superauswahlregel: Der
Hilbert-Raum zerfallt in die beiden Unterriume mit ganzzahligem bzw. halbganzzahli-
gem Gesamtdrehimpuls. Relative Phasenfaktoren von Vektoren in diesen Unterrdumen
- sind durch keine physikalische Messung zu bestimmen. Es folgt, daB die Matrixele-
mente von observablen Operatoren mit Vektoren in verschiedenen dieser Unterrdume
verschwinden.

Ein Beispiel fiir eine Auswahlregel, die keine Superauswahlregel ist, ist die Erhal-
tung des Gesamtimpulses eines abgeschlossenen Systems. In einem abgeschlossenen
System ist der Gesamtimpuls erhalten. Dennoch gibt es Observablen, die Uberginge
zwischen Zustandsvektoren mit unterschiedlichem Impuls machen kénnen. Ein Bei-
spiel dafiir ist der Ortsoperator. Aus der Unschirferelation folgt, daB sich bei einer
Ortsmessung der Gesamtimpuls eines Systems indert. Es folgt weiter, daB der Orts-
operator nichtverschwindende Matrixelemente mit Zustandsvektoren zu unterschied-
lichem Impuls hat. Somit definiert der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems
keine Superauswahlregel.

Ein anderes Beispiel fiir eine Superauswahlregel ist die Erhaltung der elektrischen
Ladung eines abgeschlossenen Systems: Es gibt keine Observable, die eine Ladung
erzeugt oder vernichtet.

Bei diesen Betrachtungen wird klar, daf der Begriff der Superauswahlregel eng
mit dem Begriff der Observablen verkniipft ist. In diesem Zusammenhang soll eine
Observable ein Operator sein, der einer physikalisch meBbaren Gréfe entspricht.

Superauswahlregeln spielen vor allem in der Elementarteilchenphysik, insbesondere
also in der relativistischen Quantenfeldtheorie eine grofie Rolle. Die angemessenste
Formulierung der Quantenfeldtheorie, um Superauswahlsektoren zu studieren, ist die
sogenannte algebraische Quantenfeldtheorie (sie wird oft auch “algebraische Theorie
der Superauswahlsektoren” genannt). Die Formulierung dieser Theorie entspringt dem
Bediirfnis, eine mathematisch rigorose und konsistente Beschreibung von Phinomenen
der Elementarteilchenphysik zu haben, die sich (2) nur auf observable GréBen bezieht,
und (b) die Kausalitit im Sinne der speziellen Relativititstheorie respektiert.

Ich méchte diese beiden Forderungen durch einige Beispiele beleuchten. Zu (a):
In der gewShnlichen Formulierung der relativistischen Quantenphysik durch Quan-
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2 KAPITEL 1: EINLEITUNG

tenfelder und Lagrange-Funktionale werden oft nichtobservable Gréfen (in dem vor-
her beschriebenen Sinne) benutzt. In der Quantenelektrodynamik z.B. treten zur
Beschreibung von Elektronen-Zustéinden Fermi-Felder auf, die nach der Univalenz-
Superauswahlregel nichtobservabel sind. Es sollte von einem operationellen Stand-
punkt aus moglich sein, diese Felder aus der Beschreibung zu eliminieren, ohne die
physikalischen Konsequenzen zu indern. Ein anderes Beispiel fiir eine Redundanz in
der Beschreibung durch Quantenfelder ist die Tatsache, daB es durchaus verschie-
dene Felder geben kann, die zu der gleichen S-Matrix fiihren. Beispiele hierfiir sind
Felder, die in derselben Borchers-Klasse liegen [BORCHERS 60]. Die einzig beobacht-
baren Gréfen in der Elementarteilchenphysik kénnen aber aus der S-Matrix abgeleitet
werden. Somit beinhaltet die Beschreibung durch Felder eine gewisse Redundanz.

Zu (b): Physikalische Messungen kénnen in beschrinkten Raum-Zeit-Gebieten aus-
gefiihrt werden (man denke an einen Geiger-Zahler endlicher Ausdehnung, der in ei-
nem bestimmten Zeitintervall eingeschaltet ist). Messungen in Raum-Zeit-Gebieten,
die raumartig getrennt sind, sollten kompatibel sein.

Im Formalismus werden diese Forderungen folgendermafien eingebaut: Jedem
Raum-Zeit-Gebiet wird eine Algebra beschrinkter Operatoren zugeordnet. Die selbst-
adjungierten Elemente einer Algebra entsprechen den in dem Raum-Zeit-Gebiet mogli-
chen Observablen (“MeBapparate”). Die Lokalitat wird durch die Forderung der Mikro-
kausalitit gewéhrleistet: Operatoren, die in Algebren liegen, deren Raum-Zeit-Gebiete
raumartig getrennt sind, sollen miteinander kommutieren. Neben dieser Forderung hat
man noch die unmittelbar einsichtige Forderung der Isotonie zu stellen: Observablen
in einem Gebiet O sind auch in jedem Gebiet O observabel, das O enthilt.

Ein physikalisches System ist aber nicht allein durch die Observablen, d.h. die
mdglichen Messungen bestimmt. Man muB auch noch angeben, in welchen Zustinden
sich das System befinden kann. (Im Gegensatz zu einer Observablen, die einen MeB-
apparat reprasentiert, entspricht der Zustand also einer Quelle, die diesen Zustand
prépariert. Beispiele sind Beschleuniger, Polarisierungsfilter etc.)

Im Formalismus sind diese Zustinde als lineare (normierte) Funktionale auf der Al-
gebra aller Observablen eingebaut. Ist die Algebra konkret als Algebra von Operatoren
auf einem Hilbert-Raum gegeben, so sind Beispiele fiir Zustinde die aus der Quan-
tenmechanik bekannten Vektorzustande. Tatsichlich liefert ein kanonisches Verfahren
(die GNS-Konstruktion) aus einem Zustand auf der abstrakten Algebra eine Darstel-
lung, d.h. einen Hilbert-Raum, auf dem die Observablen wirken. Man erhélt so eine
Mannigfaltigkeit an Zusténden, namlich die Vektorzustinde des Hilbert-Raumes. Die-
se Zustinde unterscheiden sich nicht wesentlich voneinander, da ihre Vektoren durch
unitére Operatoren in dem Hilbert-Raum ineinander iiberfiihrt werden konnen. Die-
se Prozedur entspricht einem Koordinatenwechsel. Allgemeiner bezeichnet man zwei
Darstellungen der Observablenalgebra als squivalent, wenn_sie durch einen unitiren
Operator ineinander iiberfiihrt werden (die entsprechenden Zustinde beschreiben dann
dieselbe physikalische Situation). Die Theorie liefert als Resultat, daf§ die Superaus-
wahlsektoren durch Aquivalenzklassen von Darstellungen der Observablenalgebra ge-
geben sind.

Bemerkung: In der Quantenmechanik sind, unter geeigneten Regularititsvorausset-
zungen, alle Darstellungen der Heisenberg-Weyl Vertauschungsrelationen &quivalent
zur Schrédinger-Darstellung: Die Quantenmechanik besitzt keine Superauswahlsekto-
ren.
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Ein wichtiges Problem der Theorie ist es, aus den zu einer Observablenalgebra
gegebenen Zustinden diejenigen auszuwahlen, die physikalisch realistischen Situatio-
nen entsprechen. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB die Zustinde im allgemeinen auch
die gesamte dynamische Information eines physikalischen Systems tragen. Dies fithrt
z.B. zu der Minimalforderung, da8 ein physikalisch relevanter Zustand zu einer Dar-
stellung der Observablenalgebra fiihren sollte, in der die Raum-Zeit-Translationen als
unitare Operatoren implementierbar sind. Der Forderung nach Stabilitat des Systems
wird dadurch Rechnung getragen, daB das gemeinsame Spektrum der Eneie-Impuls-
Operatoren, die diese Darstellung der Translationen erzeugen, im abgeschlossenen
Vorwirtslichtkegel enthalten ist. Das ist die Positivitat des Spektrums.

Eine andere Forderung an einen Zustand ist, daB er sich nur in einem beschrinkten
Raum-Zeit-Gebiet vom Vakuumzustand unterscheiden 1a8t. Dies entspricht der An-
schauung, dafl der Zustand eine lokalisierte Teilchenanregung beschreibt. In geniigend
grofier Entfernung von diesen Teilchen sollte ihr meBbarer Einflul verschwindend ge-
ring sein. Der Zustand darf sich in solchen Entfernungen nicht wesentlich vom Va-
kuumzustand unterscheiden [DHR 71]. Tatsichlich schlieBt diese Forderung jedoch
Phanomene aus, wie sie in lokalen Eichtheorien beschrieben werden. Das Gauss’sche
Gesetz impliziert nimlich, da8 man die Ladung eines Teilchens auf der Oberfliche
einer beliebig grofien Kugel (um das Teilchen) messen kann.

Buchholz und Fredenhagen haben stattdessen ein Kriterium angegeben, das auch
allgemeinere Situationen beschreibt [Bu/FRE 82]. Sie forderten, da8 in einer Darstel-
lung der Observablenalgebra das Spektrum des Viererimpuls-Operators eine isolierte
Massenschale zur Masse m > 0 besitzt, d.h. es habe folgende Form:

Aus dieser Eigenschaft konnten sie folgern, daff die Darstellungen, die diesem Kri-
terium geniigen, in raumartigen Kegeln lokalisiert sind. D.h. jede solche Darstellung
ist dquivalent zur Vakuumdarstellung, wenn man sie auf das kausale Komplement
eines raumartigen Kegels einschrinkt. Solche Zustinde beschreiben also Teilchenan-
regungen, die sich in raumartigen Kegeln lokalisieren lassen. Zustinde, die solchen
Darstellungen entsprechen, lassen prinzipiell Situationen zu, wie sie in massiven Eich-
theorien gegeben sind. Man “biindelt” den Fluf des Eichfeldes in einen raumartigen
Doppelkegel (der nichtobservabel ist). Der Grenzwert, da der Kegel verschwindenden
Offnungswinkel hat, entspricht somit dem Bild eines Mandelstam-Strings. Allerdings
pafit die Quantenelektrodynamik nicht in diesen Rahmen, weil durch die Anwesenheit
der masselosen Photonen die Bedingung an das Impuls-Spektrum verletzt ist. Die Dis-
kussion dieser Theorie im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie ist weitaus
schwieriger (siche [HAAG 92] und die dort angegebenen Referenzen). Trotzdem nimmt
man aus historischen Griinden die elektrische Ladung als generisches Beispiel fiir ei-
ne Superauswahlregel und nennt die charakteristischen Eigenschaften, die Darstel-
lungen in verschiedenen Sektoren unterscheiden, allgemein Ladungen. Aufierdem kann
man hoffen, da nichtabelsche Eichtheorien mit spontaner Symmetriebrechung (Higgs-
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Mechanismus) das Kriterium von Buchholz und Fredenhagen erfiillen, und somit mit
den hier diskutierten Mitteln analysiert werden kdnnen.

Nachdem man also Kriterien an Zustinde gefunden hat, die physikalisch reali-

stischen Situationen entsprechen, kann man versuchen die Eigenschaften der in einer
Theorie auftretenden Ladungen zu untersuchen. Ich méchte an dieser Stelle kurz einige
der Ergebnisse aufzéhlen, die innerhalb des oben beschriebenen Rahmens gewonnen
werden konnen [HAAG 92]. Das erste Ergebnis betrifft d1e méglich®h auftretenden
Ladungen der Theorie.

Man kann zeigen, dal man Ladungen komponieren (im einfachsten Fall—addieren)
kann. Weiterhin existiert zu jeder Ladung eine Antiladung in dem Sinne, daf die
Komposition der Ladung mit der Antiladung die Ladung des Vakuums enthilt.

Ein wichtiges Ergebnis betrifft die Teilchen-Interpretation der Theorie. Man kann in
geladenen Sektoren Streuzustinde konstruieren. Das erméglicht es, geladene Sektoren
mit dem Teilchenbegriff zu verkniipfen; einem Teilchen (= Streuzustand) kann somit
eine Ladung zugeordnet werden. Die obige Aussage iiber die Antiladung 138t sich dann
auch so formulieren: Jedes Teilchen besitzt ein Anti-Teilchen.

Eine andere Analyse betrifft den Begriff der Statistik von Teilchen. Man kann
in der Theorie konsistent einen Begriff der Statistik von Sektoren und somit von
Teilchen einfithren. Es stellt sich heraus, da zunichst eine verallgemeinerte Bose-
Fermi- Alternative zutrifft: Die Teilchen transformieren sich unter Austausch nach einer
unitéren Darstellung der Permutationsgruppe. Ist diese Darstellung eindimensional, so
handelt es sich bei den Teilchen um Bosonen oder Fermionen. Es ist jedoch méglich,
daf sich die Teilchen nach einer héherdimensionalen Darstellung der Permutations-
gruppe transformieren. Man spricht dann von Para-Statistik. Genauer gesagt kann
man auch hier den Fall von Para-Bose oder Para-Fermi-Statistik unterscheiden?.

Die Existenz von Para-Statistik ist zunichst einmal etwas ungewshnlich. Sie kann
jedoch durch die Einfiihrung zusatzlicher, unobservabler Freiheitsgrade, die jedoch sehr
niitzlich sind, eliminiert werden. Dies ist ein Teil der wohl weitreichendsten Aussagen,
die in diesem Rahmen gemacht wurden_[DopP/RoB 90]. Es stellt sich nimlich her-
aus, dafl die Darstellungen der Observablenalgebra in einer eineindeutigen Beziehung
stehen mit den Darstellungen einer kompakten (globalen) Eichgruppe. Die Komposi-
tion von Teilchen entspricht dann gerade dem Tensorprodukt von Darstellungen der
Eichgruppe. Der Ubergang zum Antiteilchen entspricht dem Ubergang zur konjugiert
komplexen Darstellung. Die eben erwéhnte Eliminierung der Para-Statistik gewinnt
man dadurch, dafl man die Observablenalgebra um Felder erweitert, die als Multi-
pletts unter der Eichgruppe transformieren. Die Eichgruppe wirkt somit auf dieser
neu definierten Algebra, der Feldalgebra. Man kann zeigen, daB die Invarianten unter
dieser Wirkung genau die Observablen sind. Den Feldern kann man wiederum einen
Lokalisierungsbegriff zuordnen. Man zeigt, daB diese Felder kommutieren (bosonisch)
oder antikommutieren (fermionisch), wenn ihre Lokalisierungsgebiete raumartig ge-
trennt sind. Welche der beiden Méglichkeiten realisiert wird, hingt davon ab, ob der
betrachtete Sektor der Observablenalgebra parabosonisch- oder fermionisch war.

An dieser Stelle mochte ich einfiigen, da$ alle die oben genannten Ergebnisse ei-
ne Eigenschaft des Vakuumsektors der Theorie benutzen, die man Haag-Dualitit fiir

!Es gibt noch den Fall unendlicher Statistik, der jedoch hier nicht betrachtet werden soll und auch

unter bestimmten Vora ngen ausgeschlossen werden kann.

st
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Doppelkegel (oder raumartige Kegel, im Falle des Buchholz-Fredenhagen-Kriteriums)
nennt. Diese Eigenschaft fordert, da8 die Algebren zu einem Gebiet, unter der Neben-
bedingung der Kausalitit, maximal sein sollen. Es soll ndmlich gelten: Jeder Operator,
der mit allen Operatoren, die im kausalen Komplement eines Doppelkegels lokalisiert
sind, vertauscht, ist selbst in dem Doppelkegel lokalisiert. Anders ausgedriickt: jede
zu allen im kausalen Komplement eines Gebietes lokalisierten Messungen kompatible
Messung, ist eine Messung in diesem Gebiet. Diese Eigenschaft ist fiir'den Vakuum-
sektor einer Menge von Modellen nachgewiesen worden. Ich méchte jedoch betonen,
daB die Haag-Dualitit sowohl von dem betrachteten Zustand, als auch von der Topo-
logie des Raum-Zeit-Gebietes abhingt. Ist die Haag-Dualitat fiir topologisch triviale
(d.h., fir kontrahierbare Gebiete) in einem Sektor verletzt, so liegt in diesem Sektor
Parastatistik vor [DHR 71]. Liegt eine spontan gebrochene Symmetrie vor, ist also
die Eichgruppe grofer als die Invarianzgruppe des Vakuums, so ist die Haag-Dualitat
sogar im Vakuum-Sektor verletzt [ROBERTS 74].

Ist dagegen ein Sektor gegeben, fiir den die Haag-Dualitat fiir topologisch triviale
Situationen gilt, so kann diese verletzt sein, wenn man Raum-Zeit-Gebiete betrachtet,
die z.B. zwei Zusammenhangskomponenten besitzen. In diesem Fall kann man, falls die
Theorie Ladungen (Superauswahlsektoren) besitzt, in einer Komponente des Gebietes
eine Ladung erzeugen, in der anderen Komponente wieder vernichten. Der Effekt dieser
Operation ist eine Observable, weil die Gesamtladung nicht gedndert wird. Diese Ob-
servable ist (unter der Voraussetzung, daf die Felder lokal relativ zu den Observablen
sind) kompatibel mit allen im raumartigen Komplement lokalisierten Observablen. Sie
liegt aber nicht in der Algebra, die von den Observablen in den beiden Komponenten
des Gebietes erzeugt wird! Ein Teil dieser Arbeit wird sich damit beschiftigen, diesen
Sachverhalt in einem Modell quantitativ zu erfassen.

Viele der oben gemachten Aussagen gelten nur unter der Voraussetzung, daf die Di-
mension der Raum-Zeit groer oder gleich drei ist (Im Falle des Buchholz-Fredenhagen
Kriteriums: grofier oder gleich vier). Dies ist eine Folge der Tatsache, daB die Stati-
stik von Sektoren in niedrigeren Dimensionen nicht mehr von der (Para-) Bose-Fermi-
Alternative erschopft wird. Anstelle der Permutationsgruppe, die im héherdimensiona-
len Fall die Statistik beschreibt, tritt hier die Zopfgruppe [FRE/RE/SCHR 89)]. Insbe-
sondere die Konstruktion der Feldalgebra und der Symmetriegruppe beruht jedoch in
einem starken Umfang auf der Permutationsgruppenstatistik. Wie eine analoge Kon-
struktion im Falle der Anwesenheit von Zopfgruppen-Statistik auszusehen hat, ist
noch weitgehend ungeklirt (das ist das sogenannte Problem der Quanten-Symmetrie).
Ein besseres Verstindnis dieses Problemes ist aber wahrscheinlich fiir ein besseres
Verstindnis freier Anyonen oder Plektonen (Teilchen mit Zopfgruppenstatistik) nGtig.
Davon wiederum verspricht man sich tiefere Einsichten in mégliche Anwendungen auf
niederdimensionale Quantenphinomene, wie z.B. den (fraktionellen) Quanten-Hall-
Effekt. Hier kann man elementare Anregungen iiber dem Grundzustand durch Teilchen
mit fraktioneller Ladung und Statistik beschreiben, die also nicht dem iiblichen Bild
von Quasi-Teilchen fermionischer Natur entsprechen [STONE 92].

Dieser Sachverhalt ist eine Motivation, sich (a priori unrealistische) Modelle in
1 + 1 Dimensionen anzuschauen. Es gibt aber auch eine andere Motivation. Dies ist
die Tatsache, daB es in 1 + 1 Dimensionen eine Vielzahl an nichttrivialen, “integra-
blen” Modellen gibt. Diese Modelle eignen sich besonders gut dafiir, die strukturellen
Eigenschaften, die oben angefiihrt wurden, an konkreten Beispielen zu iiberpriifen und
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noch offene Fragen allgemeiner Natur zu testen. Es ist eine bekannte Tatsache, daf
in vielen dieser Modelle auch Sektoren mit Zopfgruppenstatistik auftreten. Man kann
also sagen, da8 die Zopfgruppenstatistik nicht nur irgendein pathologisches Phinomen
ist, sondern eine generische Eigenschaft niederdimensionaler Theorien.

Eine groBe Klasse dieser integrablen Modelle ist die Klasse der konform invarianten
Quantenfeldtheorien. Hier wird die Raum-Zeit-Symmetriegruppe der speziellen Rela-
tivititstheorie zur Gruppe aller Mébiustransformationen erweidert. Dies sind neben
den Poincaré-Transformationen noch alle gebrochen-linearen Transformationen, die die
Metrik des Minkowski-Raumes nur um einen Skalenfaktor indern. In dieser Gruppe
sind Transformationen enthalten, die raumartige- und zeitartige Abstinde ineinander
tiberfiihren und endliche Punkte nach unendlich transformieren. Diese Gruppe “lebt”
(operiert) also nicht auf dem Minkowski-Raum, sondern auf einer Kompaktifizierung
davon. Solch eine Symmetrie ist generisch fiir Systeme, die masselose Teilchen be-
schreiben. Hat man eine klassisches System masseloser Teilchen, so stellt man fest,
daB dieses System (z.B. die Lagrange-Funktion) eine viel gréfere Symmetriegruppe
zulafit, ndmlich die Gruppe aller konformer Transformationen. Diese Gruppe ist be-
kanntermafien in 1 + 1 Dimensionen unendlich-dimensional. Der Erzeugende dieser
Transformationen ist der Energie-Impuls-Tensor. Die Momente dieses Tensors bilden
einen Satz an unabhingigen, erhaltenen Grofen.

Aus der Positivitit der Metrik im Hilbert-Raum und der Spektrumsbedingung fiir
den Erzeugenden der Raum-Zeit-Translationen folgt jedoch, daB diese Gruppe in der
Quantentheorie keine Symmetriegruppe sein kann. Dies wird durch eine Anomalie,
die konforme Anomalie verhindert. Diese Anomalie macht sich als Schwingerterm in
den Vertauschungsrelationen des Energie-Impuls-Tensors bemerkbar und sorgt dafiir,
daB der Vakuumzustand nicht invariant unter der gesamten konformen Gruppe ist.
Dennoch lassen sich die konformen Transformationen unitir (und projektiv) in dem
Hilbert-Raum implementieren. Eine weitere gute Eigenschaft dieser Theorien ist, da
sie in zwei eindimensionale Theorien “faktorisieren”, die auf den Lichtkegeln ¢ = z
und t = —z des Minkowski-Raumes leben. Die Symmetriegruppe faktorisiert ebenfalls
in das Produkt der Gruppen der gebrochen linearen Transformationen auf den Licht-
kegel. Man kann also diese “chiralen Halften” der Theorie getrennt betrachten. Wie
in der vollen Theorie sieht man, daf die Symmetriegruppe auf dem kompaktifizierten
Lichtkegel operiert, welcher topologisch dquivalent zur Kreislinie ist. Will man also die
konforme Symmetrie der Theorie ausnutzen, so ist es natiirlich, Observablen zu be-
trachten, die in einem beliebigen Gebiet auf der Kreislinie lokalisiert sind. Es ist dieses
“Vergessen des Lichtkegels”, welches viele technische Vereinfachungen erméglicht. Ein
wichtiges Resultat sagt zum Beispiel, daB der Vakuumsektor jeder chiralen, konfor-
men Theorie auf der Kreislinie Haag-Dualitit fir Intervalle erfillt. (Die Intervalle auf
der Kreislinie ersetzen in ihrer Bedeutung die Doppelkegel in héheren Dimensionen.)
Haag-Dualitit fiir Intervalle kann dagegen durchaus verletzt sein, wenn man nur Ob-
servablen betrachtet, die in endlichen Raum-Zeit-Gebieten lokalisiert sind, wenn man
die Theorie also wieder auf den Lichtkegel einschrinkt.

Viele der technischen Vereinfachungen, die in einer Dimension auftreten, beruhen
auf der Tatsache, daff die Tomita-Takesaki-Theorie der lokalen Algebren eine geome-
trische Bedeutung hat. Da diese Theorie in den neuesten Betrachtungen eine so grofe
Rolle spielt, machte ich die Objekte dieser Theorie und ihre physikalische Relevanz
kurz vorstellen.
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Eine diskrete Symmetrie, die in jeder (lokalen) Theorie existiert, ist die PCT-
Symmetrie. Die PCT-Transformation besteht aus einer Ladungskonjugation, einer
Raumspiegelung und einer Zeitspiegelung, also einer Spiegelung am Koordinatenur-
sprung. Das PCT-Theorem besagt, daf sich diese Transformation immer durch einen
anti-unitiren Operator © im Hilbert-Raum implementiereg 158t und der Vakuumvek-
tor invariant unter O ist. Dieser Operator wirkt auf ein Quantenfeld dadurch, dal man
das Feld durch sein adjungiertes ersetzt und gleichzeitig die Koordinaten invertiert. In
einer Dimension (auf dem Kreis) gibt es natiirlich keine Raum- oder Zeitkoordinaten
mehr. Die Inversion bezieht sich hier auf ein beliebiges Intervall, welches als das Inter-
vall [0,00) auf dem Lichtkegel interpretiert wird. (Unter Ausnutzung der konformen
Symmetrie 148t sich zeigen, dafl die spezielle Wahl dieses Intervalles irrelevant ist.) Die
Inversion ist nun eine Inversion an dem Endpunkt des Intervalles, der dem Punkt 0
entspricht. Diese Transformation hat folgende Eigenschaften: Sie ist antiunitar, sie 148t
das Vakuum invariant und sie bildet die in dem betrachteten Intervall lokalisierten Ob-
servablen isomorph auf die im Komplement lokalisierten Observablen ab. Das sind aber
genau die Eigenschaften, die die modulare Konjugation der Tomita-Takesaki-Theorie
charakterisieren. Weiterhin kann man die Einparameter-Untergruppe der Mébiustrans-
formationen betrachten, die die Endpunkte des Intervalles fest lassen. Identifiziert man
das Intervall mit der reellen Halbgeraden, so entspricht diese Gruppe den Transfor-
mationen d(A) : = — e ?"*z. Man sieht, daB die Transformation d(i) gerade der
Inversion am Intervallende entspricht. Da die Theorie konform ist, sind die Dilatatio-
nen d(t) durch unitire Operatoren A® implementiert. Es folgt mit den oben genannten
Eigenschaften des T'C P-Operators O, dafi der Operator S = ©A? antilinear ist und
auf Vektoren wirkt wie

SAQ = A*Q,

wenn A eine in dem Intervall lokalisierte Observable ist. Dies charakterisiert den
Tomita-Operator der Algebra. Die Gruppe der Dilatationen ist dann die modulare
Gruppe der Algebra beziiglich des Vakuum-Zustandes. Diese heuristischen Betrach-
tungen zeigen, daB die abstrakten, rein algebraisch-analytisch definierten Objekte der
Tomita-Takesaki-Theorie der lokalen Observablen eine geometrische Interpretation zu-
lassen. Es ist diese Eigenschaft, die eine konforme Quantenfeldtheorie auf der Kreislinie
auszeichnet.

1.1 Modelle der konformen Quantenfeldtheorie

In den letzten 11 Jahren wurden bedeutende Fortschritte auf dem Gebiet der kon-
formen Quantenfeldtheorie in 1 + 1 Dimensionen erzielt. Grundlegend fiir diese Fort-
schritte war die Arbeit von Belavin, Polyakov und Zamolodchikov [BPZ 84]. Dort
wurde gezeigt, daB Modelle durch die bereits oben erwahnte konforme Anomalie c,
auch zentrale Ladung genannt, charakterisiert sind. Ferner wurde gezeigt, daB die
volle konforme Gruppe nicht als Symmetrie des Modelles anzusehen ist, sondern als
spektrumsgenerierende Algebra. Sie konnten eine Klasse von Modellen in dem Sinne
explizit 16sen, daB sie das Spektrum der auftretenden Darstellungen der Observablenal-
gebra bestimmen-, und eine prinzipielles Verfahren angeben konnten, um die (euklidi-
schen) n-Punktfunktionen der Theorie zu berechnen. Diese Klasse ist heute bekannt




8 KAPITEL 1: EINLEITUNG

als die Klasse der minimalen Modelle. Ihre zentrale Ladung c ist gegeben durch ¢ = Crm,y

mit 6
Ein bekanntes Resultat [FRI/QIU/SHE 85] sagt, daB dies die einzjgen Modelle der
konformen Quantenfeldtheorie? sind, die alle gewiinschten Eigenschaften haben und
fiir die ¢ < 1 ist. Diese einfache Klassifizierung aller ¢ < 1 Theorien hegte die Hoffnung,
alle Modelle der konformen QFT zu Klassifizieren, bzw. exakt zu 16sen. Dies ist jedoch
fir Theorien mit ¢ > 1 (selbst wenn man die Einschrinkung macht, daB c rational sein
soll) noch nicht méglich. Ein Grund dafiir ist, daB es fiir ¢ > 1 immer unendlich viele
irreduzible Sektoren der Algebra des Energie-Impuls-Tensors (Virasoro-Algebra) gibt.
Man versucht daher lokale Erweiterung der Virasoro-Algebra zu finden, die nur noch
eine endliche Zahl irreduzibler Sektoren besitzen. Man unterscheidet dann zwei Fille.
Entweder enthélt die Erweiterung eine zentrale Erweiterung einer Stromalgebra, oder
sie tut dies nicht. Im zweiten Fall nennt man diese Erweiterung eine W-Algebra. Die
Darstellungstheorie, aber auch die allgemeine algebraische Struktur dieser Algebren
ist leider noch nicht sehr gut verstanden. Ein Grund diirfte darin liegen, da$ man die
maéchtigen Methoden der Darstellungstheorie von Lie-Algebren fiir diese Algebren nur
zum Teil oder gar nicht zur Verfiigung hat.

Auf der anderen Seite hat man die Stromalgebren. Besonders einfachen dieser Mo-
delle ist die vorliegende Arbeit gewidmet. Abstrakt sind die Stromalgebren durch ihre
Vertauschungsrelationen definiert. Diese lauten in Lichtkegelkoordinaten:

Cm =

(@), ()] = £ 0(@)8(z — y) — kg8 (@ - ). (11)

Hier sind die f2* die Strukturkonstanten einer kompakten Liegruppe in einer festen
" Basis der Lie-Algebra, g° ist die Cartan-Killing-Metrik, k ist eine natiirliche Zahl und
6(z — y) bezeichnet die Deltafunktion auf dem Lichtkegel, &'(z — y) ihre Ableitung.
Diese Vertauschungsregeln sind definierende Relationen fiir Algebren, die man in der
Mathematik als affine Lie-Algebren bezeichnet. In der Physik treten diese Algebren
in einer Vielzahl von Modellen auf. Ein Beispiel ist das nichtlineare Sigma-Modell
mit Wess-Zumino Term [WITTEN 84], kurz WZNW-Modell (Wess-Zumino-Novikov-
Witten). Die klassische Lagrange-Funktion dieses zweidimensionalen Modelles ist

1

L=Tor

/d%@,,g@“g" + kL. (1.2)
Hier ist g ein Feld mit Werten in der kompakten Lie-Gruppe G und T ist der
Wess-Zumino-Term. Die Stromfelder kann man dann folgendermaBen definieren
[WITTEN 84]: Bezeichnet man mit 8 die Ableitung einer Gréfie im Minkowski-Raum
nach der Lichtkegelkoordinate z, = ¢ + z, dann ist J = g~y ein Lichtkegelfeld mit
Werten in der Lie-Algebra von G. Ist t* eine Basis der Lie-Algebra, so erfiillen die Fel-
der J*, definiert durch J = 3, #°J%, die Vertauschungsrelationen (1.1). Es ist bekannt,
dafi dieses Modell fiir den Fall £ =1 und G = O(N) (G = U(N)) aquivalent zu einer

Theorie freier Majorana (Dirac-) Fermionen auf dem Kreis ist. Ist G eine abelsche

?Ich betrachte hier nur noch-die chiralen Hilften einer Theorie. Die Art und Weise, wie diese
Theorien zu 1 + 1-di i ---nhn\\\QFTs gesetzt werden, ist ein anderes Problem.

““““
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Gruppe, gilt also f2* = 0, so sind die Relationen eine Form von kanonischen Vertau-
schungsrelationen. Die Stromfelder J* verhalten sich dann wie die chiralen Halften von
Ableitungen des masselosen, freien, skalaren Feldes in zwei Dimensionen.

Es ist nun eine Tatsache, daf§ sich die Theorien (1.1), fir G eine Gruppe vom
Typ A-D-E (insbesondere also nichtabelsch) und k& = 1, alleine durch solche freien
Theorien beschreiben lassen [SEGAL 81]. Weiter lassen sich die ®heorien mit k > 1
durch “Tensorprodukte” von Theorien mit k = 1 konstruieren. Man kann also viele
der Modelle (1.1) durch die Theorie freier Felder beschreiben, wenn auch diese Be-
schreibung mitunter etwas kompliziert ist®. Das 148t vermuten, da8 schon die Modelle
(1.1) mit verschwindenden Strukturkonstanten f2°, ich nenne sie im folgenden abel-
sche Stromalgebren, viele nichttriviale Eigenschaften aufweisen. Diesen Modellen soll
in der vorliegenden Arbeit Aufmerksamkeit gewidmet werden. Es wird sich herausstel-
len, dafBl sich diese Modelle einerseits so gut verhalten, daB man viele Eigenschaften
explizit studieren kann, daB es aber andererseits viele Eigenschaften dieser Modelle
gibt, die bisher noch nicht untersucht wurden und die auch nicht auf der Hand liegen.

1.2 Eine Ubersicht

Ich méchte nun eine kurze Ubersicht iiber die Motivation, Struktur und Ergebnisse der
vorliegenden Arbeit geben. Wie schon im letzten Abschnitt erwdhnt, sollen in dieser
Arbeit abelsche Stromalgebren im Mittelpunkt stehen. Im Vordergrund steht dabei
das Studium lokaler Eigenschaften. Diese sind in der Literatur weniger behandelt
worden, erlauben jedoch ebenfalls interessante Einsichten. Es werden hauptsichlich
Eigenschaften dieser Theorien untersucht, die nicht generisch fiir konforme oder all-
gemein niederdimensionale Quantenfeldtheorien sind, sich jedoch in den vorliegenden
Modellen besonders einfach und elegant 13sen lassen. Ich mdchte dies an zwei Beispie-
len erliutern. Das erste Beispiel ist eine “klassische” Fragestellung, die in dem Rahmen
der lokalen Algebren auftaucht [LAN/ScCHR 67]. Man betrachte z.B. ein komplexes,
freies, skalares Feld ¢(z). Auf der Feldalgebra wirkt dann U(1) als globale Eichgrup-
pe, indem man das Feld ¢ mit einer Phase multipliziert. Die Observablen sind dann
die Invarianten unter dieser Eichsymmetrie. Nach dieser Definition ist das bilokale
Feld ¢*(y)#(x) eine Observable. Es fragt sich, ob dieses Feld eine Funktion des loka-
len Stromfeldes j.(z) = i : ¢*(x) 5,, @(z) : ist, —“Can current-operators determine
a complete theory?” [LAN/SCHR 67). Diese Frage 1a8t sich in der Tat positiv be-
antworten. Dabei benutzt man jedoch die Eigenschaft des massiven Feldes, daB sich
die Nullstellen der Kommutatorfunktion im Vorwartslichtkegel nicht allzusehr haufen
[LAN/ScHR 67). Eine shnliche Frage 148t sich auch fiir die Modelle (1.1) stellen. Hier
wirkt die Gruppe G selbst als globale Eichgruppe. Es fragt sich, ob es geeignete lokale
“Stromoperatoren” gibt, die die Observablenalgebra erzeugen®. Die Frage 1aft sich in
der Tat in den vorliegenden Modellen (1.1) fiir k¥ = 1 beantworten. Die Techniken, die

3Tatsichlich lassen sich auch die meisten anderen bekannten Modelle mit Hilfe von Stromalgebren
beschreiben. Z.B. sind die minimalen Modelle sogenannte Coset-Theorien, die mit Hilfe einer SU(2)-
Stromalgebra gebildet werden.

“Die Ergebnisse der Arbeit [JoRss 91] legen die Vermutung nahe, da8 jedes lokale, konforme Netz
auf S! von lokalen Feldern erzeugt wird. Aber selbst wenn man diese Aussage verifizieren konnte,
bleibt die Aufgabe, diese Felder in konkreten Modellen zu identifizieren.
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man dazu verwendet, sind {iberraschend einfach und bestehen darin, kombinatorische
Argumente der Loopgruppen-Theorie mit lokalen Gesichtspunkten (z.B. der Tomita-
Takesaki-Theorie) zu verbinden. Fiir den Fall G = SU| (2) wurde dies von Rehren
durchgefiihrt [REHREN 94]. Das Ergebnis zeigt, daB in diesem Fall die eichinvarian-
ten Felder von dem Energie-Impuls-Tensor erzeugt werden. In der vorliegenden Arbeit
werde ich dieses Resultat auf den Fall verallgemeinern, da G eine beliebige Gruppe
vom Typ A-D-E ist. Die Algebra des Energie-Impuls-Tensors 1®icht in diesem Fall
nicht mehr aus, um die gesamte eichinvariante Unteralgebra zu erzeugen. Sie ist um
geeignete lokale “Casimir-Felder” zu erweitern.

Eine andere Fragestellung, die in Theorien beliebiger Dimension auftaucht, ist die
nach der Verletzung der Haag-Dualitat fiir topologisch nichttriviale Gebiete. Auch die-
se Frage 1aft sich in den vorliegenden Modellen beantworten. Topologisch nichttrivial
bedeutet in einer Dimension, dal das Gebiet nichtzusammenhingend ist. Genauer
betrachte ich den Fall, da8 das Gebiet eine Vereinigung zweier Intervalle ist. Eine
Verallgemeinerung, in der das Gebiet eine beliebige, aber endliche Vereinigung von In-
tervallen ist, scheint mit den hier entwickelten Methoden ebenfalls méglich. Es wird
sich zeigen, daB die Verletzung der Dualitit eng mit der Superauswahlstruktur der
betrachteten Modelle zusammenhangt.

Die dritte Frage mit der ich mich beschiftigt habe, ist die Neuformulierung der Su- —
perauswahltheorie fiir chirale, konforme Theorien auf dem Kreis mit Hilfe modularer
Theorie. Diese Formulierung wurde von Wiesbrock [WIESBROCK 94] vorgeschlagen.
In der dblichen Theorie der Superauswahlsektoren untersucht man die auftretenden
Ladungen mit Hilfe sogenannter Endomorphismen, die man indirekt mit Hilfe der
Haag-Dualitat (fiir Intervalle) aus den gegebenen Darstellungen des Netzes erhilt. Es
besteht aber das Bediirfnis die Superauswahltheorie direkt mit Objekten zu untersu-
chen, die durch eine gegebene Darstellung bzw. einen Zustand kanonisch gegeben sind.
Ein Ansatz stammt von Fredenhagen [FREDENHAGEN 92] und benutzt die Tatsache,
daB man auf einer Klasse von Funktionalen iiber einem Netz eine Produktstruktur de-
finieren kann, die die Komposition von Ladungen wiederspiegelt. Ein anderer Zugang
von Wiesbrock benutzt die modulare Theorie lokaler Algebren, die dem gegebenen
Zustand kanonisch zugeordnet ist. Es ist gezeigt worden, daB sich die gesamte Supe-
rauswahlstruktur mit diesem Ansatz rekonstruieren 1a8t [WIESBROCK 94]. In dieser
Arbeit werde ich die Objekte dieses Zugangs in den hier betrachteten Modellen vor-
stellen und zeigen, wie sich tatséchlich (einige) Eigenschaften der Superauswahltheorie
bestimmen lassen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

o Im zweiten Kapitel werde ich die grundlegenden Definitionen und Aussagen der
algebraischen Quantenfeldtheorie einfiihren. Dies geschieht erstens, um die for-
male Grundlage fiir die folgenden Kapitel zu legen und zweitens, um einige Tech-
niken zu erldutern, die fiir diese Theorie typisch sind.

e Im dritten Kapitel werden die abelschen Stromalgebren eingefiihrt. Ich analy-
siere ihre Superauswahlstruktur und zeige, daB die Sektoren des Modelles durch
lokalisierte Automorphismen erzeugt werden. Danach diskutiere ich mdgliche
lokale Erweiterungen dieser Modelle. D.h. ich untersuche die Frage, ob es lo-
kale Feldalgebren gibt, die diese Stromalgebren enthalten. Diese kénnen dann
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ebensogut als Observablen angesehen werden, deren Superauswahlstruktur sich
untersuchen 138t. Die Ergebnisse sind, wenn auch in einer anderen Formulie-
rung, weitgehend bekannt (siehe z.B. [GOD/OLI 85]). Die Analyse in diesem
Kapitel verlauft weitgehend analog zu der Analyse von Buchholz, Mack und To-
dorov iiber eindimensionale Strom#gebren [BMT 88]. Ich kann mich deshalb
kurz fassen. Im AnschluB betrachte ich den Zusammenhang der Modelle mit der
Darstellungstheorie bestimmter Loopgruppen.

e Im vierten Kapitel zeige ich quantitativ, wie die Haag-Dualitit fiir nichtzusam-
menhéngende Gebiete verletzt wird. Ich nutze in dieser Untersuchung aus, daf
sich die abelschen Stromalgebren als freie Theorien im Fockraum realisieren las-
sen. Dies ermoglicht es die Resultate von Araki und anderen [LE/RO/TE 78]
[ARAKI 63] zu benutzen. In diesem Kapitel werde ich auch die Wirkung der
(orientierungserhaltenden) Diffeomorphismen der Kreislinie auf den lokalen Al-
gebren genauer untersuchen. Desweiteren werden als “Abfallprodukt” der Fock-
raumdarstellung Zustandssummen berechnet. Diese werden in Kapitel 6 benétigt.

o Im fiinften Kapitel behandele ich die modulare Theorie der abelschen Strom- -
algebren und ihrer lokalen Erweiterungen. Schwerpunkt wird dabei sein, die loka-
lisierten Connes-Kozykel zu berechnen, welche zu lokalisierten Automorphismen
der Stromalgebra fiihren. Wie im dritten Kapitel erliutert, fithren diese Auto-
morphismen dann zu den Sektoren der Theorie. Die physikalische Interpretation
dieser Kozykel ist, daB sie die Verschiebung einer Ladung von einem Intervall in
ein anderes beschreiben. Da sie mit der modularen Gruppe der lokalen Algebren
zusammenhéngen (durch sie bestimmt sind), sind diese Operatoren auch vom
mathematischen Gesichtspunkt aus sehr natiirlich. Neben diesen strukturellen
Einsichten maéchte ich zeigen, wie sich die sonst eher abstrakten Begriffe der
modularen Theorie lokaler Algebren in diesem konkreten Beispiel der abelschen
Stromalgebren recht einfach handhaben lassen.

o Im sechsten Kapitel geht es um die oben erwihnte Frage, wie sich eichinvariante
Algebren durch Quantenfelder charakterisieren lassen. Wie im zweiten Kapi-
tel beschrieben, kann man mit Hilfe abelscher Stromalgebren lokale Netze kon-
struieren, die die Wirkung einer kompakten nichtabelschen Lie-Gruppe zulas-
sen. Ich werde zeigen, daB das Netz der Invarianten unter dieser Wirkung von
Casimir-Feldern erzeugt wird. Casimir-Felder [BA1/Bou/ScH/SUR 88] sind da-
bei natiirliche Verallgemeinerungen des Sugawara-Energie-Impuls-Tensors. Der
Schwerpunkt der Aussagen liegt auf den lokalen Aspekten. Dieses Kapitel stellt
somit eine Verallgemeinerung eines Resultates von Rehren [REHREN 94] dar, der
eine Vermutung von Schroer bewies.

o Im letzten Kapitel fasse ich die gewonnenen Einsichten und Ergebnisse zusam-
men.




Kapitel 2 .

Die mathematische Formulierung
der physikalischen Prinzipien

In diesem Kapitel fiihre ich die grundlegenden Definitionen des Haag-Kastler-Program-
mes auf und stelle die wichtigsten Techniken vor. Ich beschranke mich von vornherein i
darauf, dies fiir den Fall einer chiralen Theorie auf dem Kreis durchzufiihren, werde

aber an gegebener Stelle auf Besonderheiten aufmerksam machen, die aus dieser Wahl __

der “Raum-Zeit” resultieren.

Im zweiten Abschnitt werde ich kurz darauf eingehen, wie sich solche Theorien
im Rahmen des Wightman-Zugangs zur Quantenfeldtheorie darstellen. In diesem Ab-
schnitt werde ich mich sehr kurz halten und stelle auch keinen Anspruch, dieses Thema
in seiner Vollstindigkeit wiederzugeben. Einige Resultate benétige ich jedoch in dem
Kapitel iiber Casimir-Felder.

2.1 Chirale Netze auf dem Kreis

Es sei 51 & {z € €| |z] = 1} der Einheitskreis. Die Gruppe SU (1,1) ist die Gruppe
aller 2 x 2-Matrizen

SU(1,1) wirkt durch gebrochen-lineare Transformationen auf S!:

af) a,beC, mitJaf? - b = 1.

o R

SU(1,1)sg=(§ ;)=>gz=§:;esl

Man sieht, daB zwei Elemente in SU(1, 1), die sich nur um ein Vorzeichen voneinander
unterscheiden, dieselbe Wirkung haben. Bildet man die Quotientengruppe beziiglich
der von den Matrizen +1 erzeugten Untergruppe, so erhilt man die Mébiusgruppe?
PSU(1,1).

Im strengen Sinne ist die Mébiusgruppe die Gruppe aller gebrochen linearen Transformationen
der reellen Geraden. Die hier betrachtete Gruppe geht durch Cayley-Transformation aus dieser hervor.

12
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Von besonderer Bedeutung im folgenden sind die Einparameteruntergruppen der
Rotationen und der Dilatationen. Die Rotationen r(t) sind gegeben durch die Matrizen:

it
ez 0 .
r(t) = ( 0 e-it ) , tER, r(t)z=e'z .

Die Wirkung der Einparametergruppe der Dilatationen ist gegeben durch: -

def Cosh(t)z + sinh(¢)

Az = sinh(t)z + cosh(t)’ tER.

Im Gegensatz zu den Rotationen besitzen diese Transformationen die beiden Fixpunkte
z = +1. Sie lassen weiterhin den oberen und den unteren Halbkreis invariant. Ich werde
spater noch ausfiihrlicher auf diese Transformationen eingehen.

Ich betrachte im folgenden Intervalle I auf S!, deren Komplement I° ebenfalls
nichtleere Intervalle sind. Notation: I€S!. Es sei H ein (komplexer) Hilbert-Raum.
Die Algebra der beschrinkten Operatoren in H bezeichne ich mit B(H). Fiir eine
Teilmenge A C B(H) bezeichne ich mit A’ die Kommutante von A in B(H):

A (A e B(H)|A'A=AAVA€ A}. B
Der Zugang von Haag-Kastler zur Beschreibung der Quantenfeldtheorie, beruht auf
der Annahme, da8 die in einem Raum-Zeit-Gebiet mefbaren Gréfen eine Algebra
beschrinkter Operatoren bilden. Physikalische Eigenschaften, wie z.B. die Kausalitat
werden als Bedingungen an diese Algebren gestellt. )

Definition 2.1.1: Ein chirales konformes Netz auf S? ist eine Abbildung,
die jedem Intervall ICS? eine von Neumann-Algebra beschrinkter Opera-
toren A(I) auf einem Hilbert-Raum H zuordnet, so dafi folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

(i) I cJ = A({I) C A(J) (Isotonie).
(i) C J° = A(I) C A(J) (Lokalitat).

(iii) Es gibt eine unitare, stark-stetige Darstellung U, der Mdbiusgruppe
PSU(1,1) in H, mit: g € PSU(1,1) = U(g)A(I)U*(g9) = A(g]). Ferner
gibt es einen eindeutigen Vektor (2 in , invariant unter dieser Darstellung
(Kovarianz).

(iv) Der Erzeugende H der Darstellung der Rotationsuntergruppe von
PSU(1,1) hat nichtnegatives Spektrum (Spektrumsbedingung).

Bemerkungen: (i) Die Enthaltenseins-Relation von Teilmengen von S definiert eine
kausale Struktur auf S': Zwei Intervalle I und J heiflen kausal disjunkt, wenn ihre
Schnittmenge léer ist. Die zugehorigen Raum-Zeit-Transformationen respektieren diese
kausale Struktur, d.h. INJ = @ impliziert auch gINgJ = @ fiir alle g € PSU(1,1). Dies
rechtfertigt es, chirale Netze als eigenstandige Modelle fiir eine Quantenfeldtheorie zu
betrachten.

(i) Im Gegensatz zu dem urspriinglichen Haag-Kastler-Programm nehme ich an, da8
die lokalen Algebren konkret als von Neumann-Algebren auf einem ausgezeichneten
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Hilbert-Raum (dem Vakuumhilbertraum), und nicht als abstrakte C*-Algebren gegeben
sind. Diskussionen, die diesen Standpunkt rechtfertigen, bzw. Argumente, wann dies
eine Einschrankung ist, sind in dem Buch [HAAG 92] zu finden. Ich will hier lediglich
bemerken, da man durch dieses Vorgehen auch Eigenschaften iiber die Dynamik in
die grundlegenden Definitionen aufnehmen kann.

(iii) Der Erzeugende H der Rotationen iibernimmt die Rolle des Ham1lton-0perators
Man kann zeigen, daB die Positivitit von H dquivalent zur Positivitit des Energie-
Impulsspektrums in 141 Dimensionen ist, falls die chirale Theorie die “chirale Halfte”
einer 1 + 1 dimensionalen konformen Theorie ist.

Eine wichtige technische Voraussetzung fiir die Analyse der Superauswahlstruktur ei-
nes Netzes von von Neumann-Algebren ist die Haag-Dualitit in der Vakuumdarstel-
lung [DHR 71]. Auf den Fall chiraler Netze angewandt bedeutet Haag-Dualitit, da$
fiir alle Intervalle I€S* gilt:

A(I) = A(I°Y. (2.1)

Das folgende Theorem zeigt, dal Haag-Dualitit im Vakuum-Sektot eine generische
Eigenschaft chiraler, konformer Netze auf S* ist ([FRG/GAB 92] [Bru/Gui/Lo 93]):

Theorem 2.1.2: Ein chirales konformes Netz auf S? erfiillt Haag-Dualitat
(Gleichung (2.1)) im Vakuumsektor.

Haag-Dualitat im Vakuumsektor kann verletzt sein, wenn man das Netz auf den punk-
tierten Einheitskreis S*\ {¢}, ¢ € 5! einschrénkt [BucH/ScH-M 90].

Der allgemeinen Philosophie des Haag-Kastler-Programmes folgend, sollen physika-
lische Eigenschaften des Modelles durch Darstellungen des Netzes beschrieben werden.
Es ist daher zunéchst zu definieren, was eine Darstellung ist. Eine Darstellung des Net-
zes I +— A(I) ist eine Familie von Darstellungen 7! der einzelnen Algebren A(1), die
verl:raghch mit der Isotonie des Netzes sind: Fiir /CS? sei 7! eine Darstellung von
A(I) in einem Hilbert-Raum H, und es gelte:

IcJ > 7I'J|A(1) =7l

Ein chirales konformes Netz auf S! beschreibt ein physikalisches System mit un-
endlich vielen Freiheitsgraden. Es ist daher verstindlich, daB ein Netz eine sehr grofle
Zahl an indquivalenten Darstellungen besitzt. Es gilt Bedingungen zu finden, die phy-
sikalisch relevante Darstellungen charakterisieren. Eine Minimal-Forderung ist die Be-
dingung, dal die Rotationen dargestellt werden und ihr Erzeugender nichtnegatives
Spektrum hat. Von groerer Bedeutung sind aber die Fille, in denen die Darstellung
auch kovariant unter der gesamten Gruppe PSU(1,1) ist:

Definition 2.1.3: Eine Darstellung (7, H,) des Netzes I — A(I) heifit
kovariante Da.rstellung mit positiver Energie, wenn es eine Darstellung U,
der universellen Uberlagerung PSU (1,1) gibt, mit:
(i)

©(U(9)AU(9)) = Ux(§)x" (A)U3(§), IS, g € PSU(1,1).
Hier ist fiir g € PSU(1,1), g ein Element in der universellen Uberlagerung,
dessen Bild in PSU(1,1) unter der kanonischen Projektion gleich g ist.
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(u) Es gibt einen positiven Operator H, in H,, so da die Operatoren
et t € R die Rotationen in H, implementieren:

" OUU(r(1) AU* (r(t))) = eFral(A)eHr VA € AI),ICS'.  (2.2)

Diese Bedingung legt den Erzeugenden H, noch nicht eindeutig fest. Ist ndmlich V
ein positiver Operator in (Ur!(A(I)))' C B(H,), so erfiillt der Operator H, + V diese
Bedingungen auch. Eine geeignete Wahl fiir diesen Operator ergibt sich oft aus anderen
Bedingungen, wie z.B. der Forderung nach Kovarianz von implementierenden Feldern.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, spielen in héheren Dimensionen Lokali-
sierungseigenschaften von Darstellungen eine grofie Rolle. Dies war eine Folge der
Annahme, daB Darstellungen lokalisierten Teilchenanregungen entsprechen. In weiter
Entfernung von diesen Teilchen sollte deren meBbarer Effekt jedoch verschwindend
gering sein. In den hier betrachteten konformen Theorien verlieren diese Motivationen
teilweise ihren Sinn: Erstens beschreiben konforme Theorien keine massiven Teilchen-
anregungen, zweitens kann man sich in einer kompakten Raum-Zeit nicht beliebig weit
von einem bestimmten Punkt entfernen. Die Forderung, daB eine beliebige physika-
lisch sinnvolle Darstellung unitar dquivalent zur Vakuumdarstellung ist, wenn man
sie auf eine bestimmtes Raum-Zeit Gebiet einschrinkt, ist aber auch technisch sehr
wichtig. Durch sie kann man solche Darstellungen nimlich durch Morphismen der Ob-
servablenalgebra beschreiben [DHR 71]. Es ist daher beruhigend zu wissen, da8 in
chiralen, konformen Theorien auf S Lokalisierungseigenschaften allein schon aus der
Bedingung der positiven Energie folgen. Es gilt [BMT 88]:

Theorem 2.1.4: Es sei I — A(I) ein chirales, konformes Netz auf S*.
Dann ist jede Darstellung 7 mit positiver Energie lokal dquivalent zur Va-
kuumdarstellung. Genauer: Fiir jedes Intervall IcS? gibt es einen unitiren
Operator V von Hy nach H,, mit

wl(A) = VAV* A € A(I). (2.3)

Wie oben bemerkt, kann man diese Aussage benutzen, um Darstellungen durch Mor-
phismen zu beschreiben. Bevor ich zeige, wie man aus Darstellungen Morphismen
erhélt, mochte ich jedoch die sogenannte universelle Algebra einfiihren. Bis jetzt ist
ein Netz eine Familie von Algebren, indiziert durch Intervalle 7€S*. Darstellungen
dieses Netzes sind somit auch Familien von Darstellungen, die gewissen Konsistenz-
bedingungen geniigen. Man kann nun die Information dieses Netzes in eine einzige
Algebra kodieren. Um die Schwierigkeiten dieser Konstruktion zu verdeutlichen, be-
trachte ich zunichst einmal alle (abgeschlossenen) Intervalle I€S?, die einen beliebigen
Punkt ¢ (den Punkt bei unendlich) nicht enthalten. Die Menge: ‘

U An (2.4)

Icst\{¢}

ist dann eine normierte *-Algebra. Denn zu je zwei Intervallen I; und I, gibt es ein
drittes Intervall, das I und I, enthélt. Damit ist in der Menge (2.4) die Multiplikati-
on wohldefiniert. Genauso sieht man, da8 diese Menge eine natiirliche Norm besitzt,
die die C*-Eigenschaft hat. Den C*-Abschlufl dieser Algebra nennt man die quasilo-
kale Algebra. Alle Eigenschaften des Netzes I — A(I), IcS* \ {¢}, kann man nun
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als Eigenschaften der quasilokalen Algebra formulieren. Man sieht jedoch, daB diese
quasilokale Algebra nicht mehr die gesamte Gruppe PSU(1,1) als Symmetriegruppe
zulafit. Man hat die konforme Kovarianz des urspriinglichen Netzes verloren.

Versucht man die obige Konstruktion auf das gesamte chirale Netz zu iibertragen,
d.h. betrachtet man auch Intervalle, die den Punkt { enthalten, so st68t man auf die
Schwierigkeit, dafl die Intervalle ICS* keine gerichtete Menge bilden. Zu je zwei solcher
Intervalle glbt es nicht immer ein drittes, welches die beiden anderen enthalt?.

Uber eine universelle Konstruktion bestimmt ein chirales, konformes Netz dennoch
eine eindeutige C*-Algebra:

Theorem 2.1.5: Zu jedem chiralen, konformen Netz I ~— A(I) gibt es
eine eindeutige C*-Algebra Auniv, die die folgenden Bedingungen erfillt:
(i) Fiir jedes Intervall I€S? gibt es unitale Einbettungen i': A(I) — Ay,
mit

iJIA(I) =il falls] cJ . (2.5)
und A,y wird von den Algebren i/(A(I)), ICS?, erzeugt.
(i) Zu jeder kovarianten Familie von Darstellungen mit positiver Energie
existiert eine eindeutig bestimmte Darstellung von Ay in H,, mit

ol =l (2.6)

Bemerkungen: (i) Dieses Theorem rechtfertigt es, von einer Darstellung eines chi-
ralen, konformen Netzes auf S* zu sprechen. Ich werde in Zukunft einfach = fiir ko-
variante Darstellungen mit positiver Energie eines Netzes schreiben. Es 1st dann z.B.
m(A(D)) = o s (A(T))".

(ii) Die universelle Algebra gestattet es viele Eigenschaften des Netzes zu studie-
ren, die in den einzelnen lokalen Algebren nicht zu erkennen sind. So enthilt Ay
Operatoren, die globalen Ladungen entsprechen. Fiir solche Betrachtungen sxehe z.B.
[FRE/RE/SCHR 92).

(iii) Beweise dieses Theorems sind in [FREDENHAGEN 90] und [GUI/LON 92] zu fin-
den.

Es sei nun 7 eine kovariante Darstellung des Netzes A(I) mit positiver Energie.
Wie in der iiblichen DHR-Theorie, kann man die lokale Aquivalenz zur Vakuumdar-
stellung .(Theorem 2.1.4 oben) benutzen, um Darstellungen durch Morphxsmen, hier
Endomorphismen der universellen Algebra zu beschreiben.

Proposmon 2.1.6:[FRE/RE/SCHR 92] Zu jeder kovarianten Darstellung
« mit positiver Energie des Netzes I — A(I) gibt es einen Endomorphismus
p der universellen Algebra, so da8

T TGO p. ‘ (2.7)

Beweisskizze: Da in diesem Beweis das Konzept des Ladungstransporters zum er-
sten Mal auftaucht, méchte ich kurz skizzieren, wie man diese Proposition beweist.
Einzelheiten sind in [FRE/RE/SCHR 92] zu finden.

2Damit ist das Netz auch kein Netz im technischen Sinne. Ich werde dieses Wort der Einfachheit
halber trotzdem benutzen.
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Es sind fiir jedes Intervall JCS* Morphismen p” : i’(A(J)) = Auniv zu finden, die
die Kohirenzeigenschaft:

p‘ll;K(A(K)) = pK, falls KcJ (28)

erfilllen. Es sei I€S? beliebig. Nach Theorem 2.1.4 ist die Darstellung 7!° von A(I°)
dquivalent zur Vakuumdarstellung. Es sei V' ein unitirer Operator, der diese Aquiva-
lenz implementiert. Es gilt also

71°(A) = VAV* (A e A(I%). (2.9)

Sei nun zunichst JCS?* ein Intervall, das I enthalt: I C J. Dann definiert man, wie in
der DHR-Theorie:

FPA YVl (AV (A€ A(J), ICJ). (2.10)

Wie iiblich nutzt man die Haag-Dualitit aus, um zu zeigen, da 57(A) ein lokaler
Operator ist: Ist A’ € A(K®), J C K und A € A(J), dann folgt mit Gleichung (2.9):

7 (A)A V! (A)V A

Vvl (A)xK AV -
VK (AYWVrI AV

= A'F(A).

Fir jedes K D J ist also 57(A4) € A(K®)' = A(K). Man kann also einen Morphismus
definieren durch:

P(7(A) EiK(F(A) JoI,KDJ Ae A(J). (2.11)

Um einen Endomorphismus fiir ganz Ayniv zu erhalten, mu man noch eine Vorschrift
fiir Observablen A angeben, die in einem Intervall J, mit J D I° lokalisiert sind.
Fiir solche Operatoren ist 5”(A) (Gleichung (2.10)) i. a. kein lokaler Operator mehr.
Es ist aber ein Produkt lokaler Operatoren. Dies kann man fiir die Definition des
Endomorphismus ausnutzen.
Essei J D I, A € A(J), g € PSU(1,1), mit yI° J und B € A(I°), mit
U(g)BU*(g) = A. Dann gilt aufgrund der Kovarianz der Darstellung =

x7(A) = ="(U(9)BU"(9)) = U.(§)x"(B)U;(3)
' ' = Ux(§)VBV"UZ(§)
= U.(§)VU*(9)AU(g)VU7(3),
und somit N )
Vrl(A)V = VUL(§)VU(9)AU(9)V"Us(§)V

V*(9)AV(g), mit V(§)=U(g)V Uz (g)V-

Nun ist V(§) € B(H) ein lokaler Operator: Es sei A’ € A(g~'1°). Dann félgt wegen
IeC J =gl A" € A(g~tI°) C A(I°). Mit Gleichung (2.9) erhilt man:

A = V@AV ().
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Mit der Haag-Dualitét ist somit V(§) € A(g~*I°) = A(g~'1). Man definiert nun
P’ (A) E V(@) (A (V(G) A€ AW, TS I (2.12)

Es bleibt zu zeigen, daf die Definitionen (2.11) und (2.12) kompatibel sind und nicht
von der Wahl des Intervalles J und damit von g bzw. dem Intertwiner V() abhéngen.
Dies ist in [FRE/RE/SCHR 92] getan und ich verweise auf diese Arbeit. u]

Hat man erst einmal die Beschreibung von Darstellungen durch Endomorphismen
zur Hand, so kann man viele Eigenschaften dieser Darstellungen anhand von Endomor-
phismen beschreiben. Insbesondere kann man das Produkt von Darstellungen durch
das Hintereinanderausfiithren von Endomorphismen definieren. Sind 7, ~ 75 0 p1 und
T2 X Mo 0 py zwei “Einteilchendarstellungen”, so beschreibt die Darstellung:

T oxmy T 0 P10 Pa (2.13)

die Anwesenheit von zwei Teilchen. Viele physikalische Begriffe, wie z.B. die Stati-
stik von Teilchen lassen sich so mit Hilfe von Endomorphismen verstehen [DHR 71,
HaAG 92, FRE/RE/SCHR 89].

2.2 Wightman-Felder

Ich mdchte noch auf die Beschreibung einer chiralen, konformen Quantenfeldtheo-
rie durch Wightman-Felder im Rahmen von [STR/WIGH 64] [JOST 65] eingehen.
Hier werden die physikalischen Freiheitsgrade durch operatorwertige Distributionen
&1, -- ., ¢n beschrieben. Der Einfachheit halber nehme ich n = 1 anund nenne ¢ = ¢;.
Es sei S(S") der Raum aller Testfunktionen auf S, % der Vakuumbhilbertraum mit
Vakuumvektor Q. Fir alle f € S§(5*) ist also ¢[f] ein unbeschrinkter Operator in .

Der gemeinsame, unter den Feldern ¢[f] invariante Definitionsbereich D enthalt den

Unterraum D, def P(S")Q, der entsteht, wenn man alle Polynome in den Feldern auf

den Vakuumvektor anwendet. Es sei fiir ein beliebiges Wightman-Feld X in H:
X{f1"E X(T |os- (2.14)

Bezeichnet f — f den ﬁbergang zur komplex konjugierten Funktion, so ist ein Feld
X hermitesch, wenn X[f]' = X[f] gilt.

Die physikalischen Eigenschaften der Lokalitat, Kovarianz und Energie-Positivitit
werden jetzt wie folgt formuliert:

(i) Es seien f und g Testfunktionen auf $?, mit disjunktem Trager. Dann
gilt:

(i1) Es gibt eine Darstellung U der Gruppe PSU(1,1) in H und ein s € N
(den konformen Spin), so daB:

U@ =9 U(9)Do=D, Yge PSU(1,1) (2.16)
und
\ def d| -t —(s— -
V@INU @) = dlhih fo(a) % (A Dy enpny e
(iil) Der Erzeugende der Rotationen U(r(t)) hat nichtnegatives Spektrum.
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Es sei ¢ ein kovariantes Wightman-Feld auf S! mit Spin s. Man definiert Operatoren
#n, n € Z mit Definitionsbereich Dy durch:

#n & gl (2.18)
Ist f € 5(5) eine Testfunktion mit Fourier-Zerlegung f(z) = ¥,z faz™", dann folgt
aus dieser Formel: ¢[f] = ,.¢; éuf-n. Die Distribution S! 5 z — #(z) 188t sich dann
formal ebenfalls als Fourier-Reihe schreiben:

9(2) = 3 dnr=, g(a) = 2(z).

n€Z

Formal gilt dann: ¢[f] = [ ¢(z) f(z)2* 2'71;:. Diese Formeln werde ich in einem spiteren
Kapitel ausniitzen. Ein unter der Darstellung U kovariantes Feld nennt man auch °
quasiprimdr. ) . .

Aus der Spektrumsbedingung fiir den konformen Hamiltonian kann man folgende
wichtige Eigenschaft fiir die Fourier-Moden ¢, des chiralen Feldes ableiten.

Proposition 2.2.1: Es sei € H der Vakuumvektor. Dann gilt fiir die
Fourier-Moden des Feldes ¢:

J

Gk P VF0 = ijZOVj:l,...,n. (2.19)
=1
Insbesondere ist ¢, =0, falls n > 0. g

Ich méchte noch diskutieren, wie man aus Wightman-Feldern ein lokales Netz kon-
struieren kann. Eine naheliegende Méglichkeit, einem Feld X lokale Algebren zuzuord-
nen wire, beschrinkte Funktionen der Operatoren X (f) zu betrachten, wobei f iiber
alle Testfunktionen luft, die Triger in einem gegebenen Intervall von S? besitzen.
Diese Definition setzt jedoch Kenntnisse iiber die Selbstadjungiertheit der Operato-
ren X(f) voraus, die im allgemeinen fiir Wightman-Felder nicht bekannt sind und oft
auch nicht gelten. Auch tritt die Schwierigkeit auf, daf die so gewonnenen Algebren
nicht unbedingt das Prinzip der Lokalitit erfiillen miissen. Es gibt durchaus wesentlich
selbstadjungierte Operatoren mit gemeinsamen dichten Definitionsbereich, die auf die-
sem Bereich im Sinne von (2.15) kommutieren, deren beschrinkte Funktionen jedoch
nicht alle miteinander kommutieren [RE/S1 80). _

Eine Definition, die zumindest die erste dieser Schwierigkeiten umgeht, kann man
folgendermaBen motivieren. Es sei Ax(I) eine lokale Algebra, die in einer Weise dem
Feld X zugeordnet sei. Sinnvollerweise sollte diese Algebra aus beschrinkten Operato-
ren bestehen, die mit den Operatoren X (f ) vertauschen, falls f Trager im Komplement
I¢ von I hat. Es liegen nun zwei Méglichkeiten auf der Hand, lokale Algebren zu de-
finieren. Die erste ist, daB sie aus allen beschrinkten Operatoren besteht, die mit
solchen X(f) vertauschen. Es ist jedoch nicht klar, ob diese Menge iiberhaupt eine Al-
gebra bildet. Die zweite Moglichkeit besteht darin, da man in einem gewissen Sinne
die Doppelkommutante nimmt:

Definition 2.2.2: Es sei I ein Intervall auf S! und X ein Wightmanfeld
in H. Die lokalisierte schwache Kommutante ist

Px(I) ¥ {AeB(H)l(Ag, X(NY) = (AX(f)'6,)  (2.20)

V¢,% € Do, und supp (f) C I}. (2.21)
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Algebren, die dem Gebiet I zugeordnet sind, werden definiert durch:
A ¥ Py(1). (2.22)

Es bleibt wiederum die Frage zu kliren, wann die Zuordnung I — A(I) ein lokales
Netz von von Neumann-Algebren definiert, d.h. wann die Inklusion

A(I) C A(I°Y

gilt. Lokalitit gilt auf alle Fille dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind [DRI/SuM/WICH 86]:

1. Die Px(I) sind Algebren.

2. Es gibt ein Intervall I€S?, so daB A(I)2 dicht in Hx,‘dem Hilbert-Raum der
Wightman-Theorie ist®.

Fiir das erste Kriterium gibt es eine hinreichende Bedingung, die im allgemeinen gut
nachzupriifen ist. Eine auf unseren Fall angepafite und etwas abgeschwachte Form

dieser Bedingung lautet [DR1/SuM/WICH 86):

Lemma 2.2.3: Es sei H der konforme Hamiltonoperator. Dann ist Px(I)
eine Algebra, wenn fiir alle f mit supp(f)€/ und alle ¢ € D, Konstanten
c} > 0 und n € N existieren, mit

Xl < SN +idyell. :11

Man sagt dann, das Feld erfiillt eine polynomiale Energie-Abschitzung. Solche Ab-
schitzungen sind in der Regel erfiillt, d.h. die schwachen Kommutanten sind normaler-
weise Algebren. Die zweite Bedingung ist im allgemeinen sehr viel schwieriger nachzu-
priifen. Ich méchte dazu nur bemerken, da8 fiir den Fall linearer Energie-Abschatzun-
gen noch relativ handliche Kriterien existieren, wann die Algebren A(I) lokal sind
[DRIE/FRO 77] (siehe auch [BOR/YNG 90] und [BucHHOLZ 90] fiir den allgemeinen
Fall).

3Das ist der Unterraum von H der aus der Wightman-Rekonstruktion mit dem Feld X hervorgeht.




Kapitel 3

Abelsché Stromalgebren auf dem
Kreis und ihre lokalen
Erweiterungen

In diesem Kapitel stelle ich abelsche Stromalgebren iiber einem euklidischen Vektor-
raum vor. Im allgemeinen versteht man unter einer chiralen Stromalgebra auf dem
Kreis Modelle, die von Wightman-Feldern J° erzeugt werden, die den Vertauschungs-
relationen (1.1) geniigen. Um Schwierigkeiten der Definition solcher Distributionen zu
umgehen, werde ich den Ideen des Haag-Kastler-Programmes folgend diese Model-
le abstrakt als *-Algebren definieren. AnschlieBend wird die Darstellungstheorie der
entsprechenden lokalen Netze bzw. der universellen Algebra untersucht. Es wird sich
zeigen, daB es eine iberabzihlbare Menge indquivalenter irreduzibler Darstellungen der

universellen Algebra gibt. Eine treue Darstellung kann nur auf einem nichtseparablen

Hilbert-Raum gefunden werden. Um zu Modellen zu gelangen, deren physikalischer -
Hilbert-Raum separabel ist, betrachte ich lokale Erweiterungen solcher Stromalgebren.

Derartige Erweiterungen lassen sich in einer einfachen Weise durch integrale gerade

Gitter klassifizieren. Dies fiihrt dann unter anderem zu Modellen der chiralen kon-

formen Quantenfeldtheorie, die von Darstellungen einer Loopgruppe erzeugt werden.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sind im wesentlichen in der Literatur zu finden, ledig-

lich die Betonung auf die lokalen Algebren ist neu und kniipft an die Ergebnisse von

Buchholz, Mack und Todorov [BMT 88] an. Viele der Ergebnisse kénnen direkt aus

dieser Arbeit {ibernommen werden, so daB ich mich oft kurz fasse. Die gesamte Analy-

se kann auch als Spezialfall der Superauswahlanalyse fiir einfache Sektoren 4 la DHR

[DHR 69 I, DHR 69 II} angesehen werden. Unter diesem Gesichtspunkt lassen sich

die lokalen Erweiterungen als DHR-Feldalgebra bosonischer Sektoren zur Stromalge-

bra auffassen. Diesen Zusammenhang werde ich kurz skizzieren. Daraus ergibt sich vor

allem, daf die Stromalgebra der eichinvariante Anteil der lokalen Erweiterung unter

der Wirkung einer kompakten, abelschen Eichgruppe (1. Art) ist.

21
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3.1 Abelsche Stromalgebren

Abelsche Stromalgebren auf S* sind durch die erzeugenden Felder J°, i = 1,...,n,
’ mit folgenden Relationen definiert:

[J¥(21), I (22)] = —g"8' (21 — 22)-

Dabei ist g*/ eine positive, symmetrische Matrix (d.h. eme Metrik) und 6'(z; — z2) ist
die Ableitunig der Delta-Distribution auf dem Kreis: [ £ f(2)6'(z — 2') = —f'(2).

Das Attribut abelsch kommt daher, da8 man die rechte Seite in den Vertauschungs-
relationen als Schwinger-Term ansehen kann (siehe auch Gleichung (1.1)). Da diese
Objekte selbst nach Verschmierung mit glatten Testfunktionen noch unbeschrinkte
Operatoren sind, ist es ratsam nur beschrinkte Funktionen dieser Operatoren zu be-
trachten. Es sei J'[f] = [ £ J'(z)f(z). Dann liefert die formale Rechnung mit der
BCH-Formel fiir die Operatoren e/*/l die Relationen:

eI idle) = o=39* [ 2519 i+ o)

Dies sind im wesentlichen die Relationen, auf die ich die Theorie der Stromalgebren >
aufbauen méchte. Es ist jedoch niitzlich die Metrik koordinatenfrei zu schreiben. Ich__
beginne mit einigen Definitionen.

Es sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n < oo mit (euklidischem) inneren
Produkt {-,-). Ich bezeichne mit LV den Vektorraum aller glatten Funktionen von S*
nach V (das sind die Loops in V). Ein Element f € LV besitzt die Fourier-Entwicklung
F(2) = Snez fnz™™, wobei die Koefizienten in Vo = V @& C, der Komplexifizierung von
V liegen und die Realititsbedingung f,* = f_n erfiillen. Dabei ist V¢ 3 v — v™ € Vg,
die (kanonisch definierte) antilineare Involution (komplexe Konjugation) auf V¢. Die
hermitesche Fortsetzung von (-, -) nach V¢ x Vg, die linear in dem zweiten Argument ist,
wird im folgenden ebenfalls mit (-, ) bezeichnet. Auf LV seien eine schiefsymmetrische
Bilinearform A und eine Halbnorm || - || definiert durch:

1P = onlf-al,  A(f,R) = -Z%(f'(f),h(z)),

n>1

wobei |f_,|? durch (f_n, f-n) (= (fn, fn)) gegeben ist.

Bemerkung. Ich benutze mit "— ein komplexes MaB auf S'. Weiterhin bildet die
Ableltung LV nicht in sich selber ab. Es 1aBt sich jedoch leicht nachrechnen, daf§
die Kombmatlon, die in A auftaucht, so gewéhlt ist, da iA auf LV x LV reellwertig
ist.

Bezeichnet man die Wirkung der Mobiusgruppe PSU(1,1) auf S* wieder mit z —
gz, dann operiert die Spin-1 Darstellung von PSU(1,1) auf LV:

u(9)f(2) = fy(z) = f(g72).

Sei nun p eine glatte Testfunktion auf S! mit Werten in Vg, so daf8 zp(z) € V ist, fir
z € S1. Solch eine Funktion mduz1ert ein stetiges, lineares und reellwertiges Funktional
pl] auf LV, via: p[f] = [ £(p(2), f(2)). Es ist dann p(z)dz eine(V-wertige) Eins-
Form, und ich werde der Kiirze wegen p selbst Eins-Form nennen. Eine Eins-Form p
heifit lokalisiert in einem Intervall I C S!, wenn der Tréager von p in I enthalten ist.
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Bezeichnet i die zu u duale (oder kontragrediente) Darstellung, so wirkt diese
folgendermafien auf den Eins-Formen:

-1
i(o)o(z) = LE2 g1y,

Nach diesen Vorbereitungen méchte ich die abelsche Stromalgebra I/ iiber dem
Vektorraum V' definieren. Abweichend von dem Vorgehen im zweiten Kapitel, fithre
ich das Netz durch eine Definition mittels Erzeugenden und Relationen ein. Dieses
Netz besteht dann also nicht aus konkreten Algebren in einem Hilbert-Raum, sondern
aus abstrakt definierten *-Algebren. Mit Hilfe der Vakuum-Darstellung erh3lt man die
lokalen von Neumann-Algebren.

Sei also V' wie oben fest gewshlt. Die abelsche Stromalgebra I/ iiber V ist definiert
als *-Algebra mit Erzeugenden W(f), f € LV, und Relationen

W(HW(R) = eHUNW(f 4 k) (3.1)
W (f) = W(-f). (3.2)

Die lokale Struktur ist auf folgende kanonische Weise definiert: 2(I) sei die Unter- __
algebra von U, die von allen W(f) mit supp(f) C I erzeugt wird. Offensichtlich gilt
die Isotonie: U(I) C U(J) fiir I C J. Die Lokalitat folgt aus (3.1):

AcU(l), BEU(I?) = [A,B]=0.

Weiterhin hat man eine natiirliche Wirkung von PSU(1,1) auf U: PSU(1,1) 5 g —
ay € Aut(U), ag(W(f)) = W(u(g)f). Diese Wirkung ist lokal: ag(U(I)) = U(gI).

Ich méchte nun die Darstellungstheorie der Algebra & bzw. des Netzes I — U(I)
untersuchen. Die wichtigsten physikalische Auswahlkriterien wurden dabei schon im
letzten Kapitel diskutiert.

Es sei (7,H,) eine kovariante Darstellung der Algebra U/, mit positiver Energie.
Dann lassen sich die Automorphismen ay, g € PSU(1,1), durch unitire Operatoren
Ux(g) in H, implementieren. Die Rotationen werden dabei durch eine Einparameter-
gruppe Ur(r(t)) = e~ implementiert, deren Erzeugender H, nichtnegatives Spek-
trum hat. Dies fithrt zu einer wichtigen Konsequenz.

Proposition 3.1.1: Jede kovariante Darstellung (7,H,) der Algebra U
mit positiver Energie ist direkte Summe von Grundzustandsdarstellungen.
D.h., es gibt Vektoren Q; € H,, i aus einer Indexmenge ¢, so da$ die
Unterrdume H; = w(U)S; paarweise orthogonal sind, H, = ¥;H; gilt,
und §; ein Eigenvektor von H, mit minimalem Eigenwert in H; ist.

Fiir einen Beweis dieser Aussage siche z.B. [BMT 88] (fiir den Fall dim(V) = 1).

Ein zusétzliches Auswahlkriterium an die Darstellungen von U resultiert daraus,
daf bisher keine topologischen Bedingungen an die Algebra U gestellt wurden: Man
verlangt, daf fiir jede Grundzustandsdarstellung (r,H,), mit Grundzustand w,(-) =
(9, 7(-)Q2), die Abbildung: R 3 X = w,(W(Af)) stetig bei Null ist, fiir alle f € LV.
wr heiBt dann reguldr. Diese Eigenschaft impliziert, da8 die Abbildung

R>t— n(W(tf)), feLV
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stark-stetig bei ¢ = 0 ist und die Stromfelder J[f] = &7 (W(Af)) |r=0 als unbeschrank-
te Operatoren mit den gewiinschten Kommutatoreigenschaften existieren.

Das Zentrum, Z(U), von U wird erzeugt von den Operatoren W(c), wobei ¢ iiber
alle konstanten Testfunktionen mit Werten in V' liuft. Um die Méglichkeiten des
Spektrums dieser Operatoren in einer Darstellung einzuschrinken, mache ich noch
die zusétzliche Einschrankung, dafl eine Darstellung lokal durch Felder erzeugt wird.
Genauer gesagt, soll fiir die hier betrachteten Darstellungen (7, H,) gelten:

Zu jedem abgeschlossenen Intervall I C S* \ {—1} existiert eine (von Neu-
mann) Algebra F(I) C B(H,), mit:

1.
w(U(I)) C F(I) C =(UI°)).

Das heifit, daf8 die Observablen in den Feldern enthalten sind, und
diese relativ lokal zu den Observablen sind.

2. Es gibt eine Darstellung e™fo der Zeittranslationen, so daff
et F(I)e e ¢ F(J), /

falls nur der AbschluB von I in dem Inneren von J enthalten ist,
und ¢ geniigend klein ist. Ferner sei Lo > 0 und habe 0 als einfachen
Eigenwert. Der zugehérige Eigenvektor  ist das Vakuum.

3. Die Feldalgebren F(I) haben die Reeh-Schlieder-Eigenschaft. D.h. der
Vakuumvektor § ist zyklisch und separierend fiir jede Algebra F(I)
mit /¢St

4. Die Operatoren 7(W(c)), c eine konstante Funktion in LV, haben
reines Punktspektrum.

Ich will nun einige Konsequenzen aus diesen Eigenschaften ziehen. Eine irreduzible
Grundzustandsdarstellung (7, H,) mit Grundzustand § ist iiber die GNS-Konstruk-
tion vollstandig durch das Funktional w.(-) = (Q,#(-)Q) bestimmt. Wie im Fall
dim(V) = 1 zeigt man nun, daB die irreduziblen Grundzustandsdarstellungen durch
Vektoren in V parametrisiert sind. Genauer: Fiir jedes @ € V induziert der Zustand
e dz 1

waW() =R, it fo= [5of) - (39)
eine irreduzible Grundzustandsdarstellung (7., H,) von U. Die Darstellungen zu ver-
schiedenen a sind paarweise indquivalent. Von besonderer Bedeutung ist der Fall & = 0.
Das ist die Vakuumdarstellung. Sie ist dadurch ausgezeichnet, da8§ die Automorphis-
men a,y, g € PSU(1,1), durch unitdre Operatoren U(g) implementiert werden, die
den Grundzustand (3.3) (fir a = 0) invariant lassen. Im néchsten Kapitel werde ich
zeigen, wie man diese Darstellung im Fockraum realisieren kann.

Wie oben bemerkt, sind alle positiven Energie-Darstellungen direkte Summen
solcher irreduzibler Darstellungen. Die Bedingung, daB eine Darstellung (7, H,) lo-
kal durch Felder erzeugt wird, macht Einschrinkungen dariiber, welche irreduziblen
Darstellungen in dieser Zerlegung vorkommen kénnen und mit welcher Vielfachheit.
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Schreibt man die Zerlegung einer positiven-Energie-Darstellung (7, Hx) nach den ir-
reduziblen Grundzustandsdarstellungen (7o, H,) als:

. He= 3 d(e)Ha,

a€Vy
wobei V; eine Teilmenge von V ist und d(c) die Vielfachheit von H, in H zéhlt, so
implizieren 1.,2.,3. und 4., wie im Fall dim(V) =1 [BMT 88]:

o Es existiert ein ap € V und eine Untergruppe L C V, so daB V — ap = L, und
o d(a) = 1, fiir alle a in V5.

Die Forderung nach Implementierbarkeit durch Felder fiihrt also dazu, daB die rele-
vanten Darstellungen durch Untergruppen des Vektorraumes V charakterisiert werden.
Die heuristische Begriindung dieses Sachverhaltes ist, daB man die ladungstragenden
Felder multiplizieren kann und ihre Ladungen sich dabei addieren.

Lokalisierte Automorphismen und geladene Felder. Nach der allgemeinen Aussa-
ge von Satz 2.1.4 sind alle kovarianten Darstellungen von U mit positiver Energie
lokal quivalent zur Vakuumdarstellung. Es gibt also, falls 7 eine positive-Energie-
Darstellung ist, ein Intervall IcS?, so daB —

\ WIL{(I‘) jad 7"0'14(1‘:)'

Ich will zeigen, wie solche lokalisierten Darstellungen durch lokalisierte Automorphis-
men von U induziert werden und diese sich durch geladene Felder in einer treuen
Darstellung von U implementieren lassen.

Sei, fir a € V, 7, ein Automorphismus von U, definiert durch

Y (W(f)) = eRIW(f).

Die 7, erfiillen Ya,Ya, = Ya; 4o, und wy = Wo 07y Weil die irreduziblen Darstellungen
durch das Funktional w, vollsténdig bestimmt sind, folgt aus dieser Formel auch:
Ta X Mo O Ya. Die irreduziblen positiven'Energie-Darstellungen von U lassen sich also
durch Automorphismen in der Vakuumdarstellung implementieren.

Es sei nun p eine lokalisierte Eins-Form mit Tréger in IS, p[] das durch p
induzierte lineare Funktional auf LV. Durch die Vorschrift 1 (W(f)) = e (5)
wird ein Automorphismus der Algebra U definiert. Dieser Automorphismus ist in [
lokalisiert: v, (W) = W, falls W e U(I°). Bezeichnet a, € V die Ladung von p, d.h.
a, & S %p, dann ist weiterhin die Darstellung mg0y, von U aquivalent zur Darstellung
Ta,. Ist namlich a(2) = %2, dann gilt p[f] — (a,, fo} = plf] = o[f], und die Funktion
A#(z) = p(2) — a(z) hat Gesamtintegral 0: J#5 = 0. Es existiert also eine Funktion
P € LV mit i 25(2) = j(2). Es folgt

7% © %a, (W(f)) = W (f) = W)W (£)W(5).
Damit ist fir W € Y
7o © '7p(W)

Il

o (’Yp o '7;,,1 (7up (W)))
7o (Ad(W(2)) 7, (W)
Ad (o (W () 7a, (W),
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und der unitére Operator mo (W (p)) liefert eine Aquivalenz zwischen , , und g 0 7,.

Geladene Sektoren kénnen also in dieser Weise durch lokalisierte Automorphismen
der Observablen-Algebra erzeugt werden. Ziel ist es nun, diese Automorphismen durch
geladene Felder in einem geeigneten Hilbert-Raum zu implementieren. Man sucht also
einen Hilbert-Raum und unitre Operatoren ¢, in diesem Hilbert-Raum mit YW, =
(W) (W ). .

Um dies zu tun, definiert man folgende universelle Darstellung (#,H): Die Ele-
mente von H sind Folgen & = {®,}cv, deren Komponenten ®, fiir o € V Elemente
in Ho sind, so daB @, nur fiir abzéhlbar viele @ von Null verschieden ist und so, daff

die Norm in H: ‘ wr
212 = 3 1%l
aEV

endlich ist. (Hier ist || - [lo die Norm in Ho.) Die Darstellung # ist definiert durch die
Vorschrift:
(7 (W) @), =70 (72 (W))®a, WeU.
Im Gegensatz zu den irreduziblen Darstellungen 7., o € V, ist dle Darstellung # treu,
d.h. aus #(W) = 0 folgt W = 0.
Ist ¢t > etHo
unitiren Zeitentwicklungsoperatoren R(t) (¢ € R) in H, durch:

(R(t)2) & eslenetiog,, (3.4)

Die Abbildung t — I:?,(t) ist somit eine unitire Darstellung der universellen Uberlage-
rung R von U(1).
Weiterhin fiihrt man unbeschrankte Ladungs-Operatoren (Q,7), v € V, ein:

(@ 7)®), ¥ (2, 7)®a.

Die unitiren Operatoren exp(i(Q,v)) = #(W(7)) erzeugen dann das Zentrum von
#U).

Es wird sich als niitzlich erweisen, noch folgende Notation einzufiihren: Ist Vo, C V.
eine additive Untergruppe des Vektorraumes V, so sei Hy, C H der Unterraum von
#, der aus Vektoren & besteht, deren Komponenten @, nur fiir a € V; ungleich Null
sind:

®cHy, & &,=0fallsagls (3.5)
Man kann nun, vollkommen analog zum Fall dim(V) = 1, Ladungserzeuger T, (@ € V)
in H einfithren durch: (To®)s def ®5_, . DieI',, sind unitar und erfiillen die Relationen:

ral Fa: = Fal+az :
I (W)Ta (W), Weld

Mehr als das: definiert man fir W, € U, o € V, einen Operator @qevma(Wa) in H
durch

134

’ (@ “a(Wa)@) & ro(16(W5)) 85,
)

die Darstellung der starren Rotationen in Hy, so definiert man die




KAPITEL 3: ABELSCHE STROMALGEBREN

so gilt offensichtlich:

5 D 7a(Wa)Tp = P 7a(Wasp). (3.6)
a€V agV
Die Operatoren I',, implementieren also die Automorphismen 7,. Die Automorphismen

Y, mit [ E‘i;f;p = a sind aber dquivalent zu diesen. Man macht nun fiir die ladungs-

tragendenden Felder den Ansatz ¥, = # (W (u)) - Ty, fir u € LV und bestimmt
durch Konsistenzbedingungen. Die explizite Konstruktion fiir den Fall V = R wurde in
[BMT 88] durchgefiihrt. Diese Konstruktion kann man fast wortwértlich iibernehmen,
so daf ich nicht auf die Details eingehen méchte, sondern, nach einigen notwendigen
Definitionen, das Ergebnis angeben werde.

Sei als erstes eine lokalisierte Eins-Form p, mit supp(p) C ICS! fest vorgegeben.
Fiir einen Punkt { € I° bezeichneich mit In¢(z) den Zweig der komplexen Logarithmus-
Funktion, der einen Schnitt entlang der Geraden {A{] A > 0} hat und der folgenden
Bedingung geniigt:

(=€ (—1<b<7) = Ing(z) =In|z| +40 mit 6, <8 < 27 + 6.
Ist p(2) = Y nez p-nz™"* und po = @, dann sei das Element p € LV definiert als
_ . 2" [dz -
P =i Do [ 3t ng(z).

Diese Funktion ist eine Stammfunktion von i (p(z) - 3})

(2= (pl) - %2). (3.7)

Fiir zwei lokalisierte Eins-Formen p; und p, mit supp(p;) C S\ {¢} und fadungen
ay; (i =1,2) sei das bilineare Funktional T definiert durch:

T(or,2) = A6, 12) ~ [ glloms o)) = (e Inc(a). (38)

Die explizite Abhangigkeit von ¢ ist dabei nicht notiert. Wie in [BMT 88, Lemma
3.3] sieht man:

Lemma 3.1.2: Sind die Trager von p; und p, disjunkt, so hingt 7 nur
von a,, = [ %p{ (¢ = 1,2) und der relativen Lage von supp(p;) (i=1,2)
und ¢ ab. Es gilt dann: )

T = tn(a,,a,), : (3.9)

wobei das Vorzeichen + ist, wenn man von supp(p1) nach supp(p;) in der
mathematisch positiven Richtung iiber ¢ lauft, — sonst.

Ich fiihre weiterhin Phasenfaktoren ein, die sicherstellen daf die Feldoperatoren ko-
variant unter der Darstellung R(t) der Zeittranslationen auf S* sind (siehe Theorem
3.1.3 (c) unten): "

nc(p) & exp (% / %(a,, ») ln((z)) .

Es gilt
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Theorem 3.1.3: (a) Es sei { ¢ suppp und [ %p = a,. Dann implemen-
tiert der Operator

¥ & ne(p)% (W(5c)) T, (3.10)

den Automorphismus v, in H: 7,(W) = P WS, W € i(U). Insbesondere
sind die Felder 1), lokal zu den Observablen. Definiert man fiir I C S\ {(¢},
F(I) als die von den %5, mit supp(p) C I, erzeugte *-Algebra, so ist

#(U(I)) C F(I) C # U(I)) .

(b) Sind p; und p; lokalisierte Eins-Formen mit Tréger in I; und I, so da8
6,1, ¢ S*\ {(} ist, dann gilt die Fusionsregel:

P05, = €5 i (3.11)

mit der in (3.8) definierten Bilinearform 7. Insbesondere gilt also, wenn
I] nhL = 0 ist: ) .
5.0, = Sronenlgf

Dabei ist ein positives Vorzeichen fiir den Fall zu nehmen, daf der Weg von
I, nach I iiber  in der positiven Richtung durchlaufen wird, ein negatives
Vorzeichen sonst.

(c) Die Felder ¢ sind kovariant unter den Zeittranslationen R(t). Genauer:
Ist ¢ so, daB supp(r(7)p) C S\ {¢}, fiir alle 0 < 7 < ¢, dann gilt

REWSR () = v,

(d) Ist der Trager von p in einem Intervall I C S\ {(,(;} enthalten, so
gilt
1/)52 (,'/)51)* = e‘”‘“(“nv“n)eZW‘(Qvaﬂ)’ (3'12)

wobei: ¢ = 0, wenn der Weg, der {; mit (; verbindet und iber I luft, auch
iiber —1 lauft, o = 1, wenn er nicht iiber —1 lauft und positiv orientiert
ist, und o = —1 sonst.

Bemerkungen: (a) Wie oben schon bemerkt, ist der Faktor 7 in der Definition (3.10)
der Feldoperatoren eingefiihrt worden, um die Kovarianz unter den Rotationen zu
gewahrleisten. Die Kovarianz legt weiterhin das Spektrum des konformen Hamilton-
operators auf , der ja die Rotationen erzeugt, eindeutig fest. Bezeichne ich diesen
mit Lo, dann hat Lo auf H, Spektrum (e, o) + No.

(b) Wegen der Einschrankung suppp C S'\{¢} leben die Felder ¥$ auf dem punktierten
Einheitskreis. Gleichung (3.12) zeigt, wie die Wah! der Felder von dem Punkt ¢ im
Komplement des Tragers von p abhingen. In gewisser Weise verhalten sich die Felder
wie Schnitte in einem Feldbiindel iiber dem Kreis.

(c) Die erzeugenden Felder sind nur bis auf Klein-Transformationen eindeutig. Eine
Klein-Transformation &ndert die relativen Phasen in den verschiedenen Sektoren der
Theorie, vertauscht jedoch mit den Observablen. Man iberzeugt sich daher leicht,
daf eine solche Transformation zwar die Vertauschungsrelationen von Feldern mit der
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gleichen Ladung nicht dndert, die von Feldern mit unterschiedlicher Ladung jedoch sehr
wohl verindern kann. Dies wird sich in der Konstruktion der lokalen Erweiterungen
als sehr niitzlich erweisen.

Wie oben erwéhnt, hat die Stromalgebra U/ eine iiberabzahlbare Menge an Su-
perauswahlsektoren, der physikalische Hilbert-Raum 7 ist nicht separabel. Um zu
realistischeren Situationen zu gelangen, betrachtet man lokale Erweiterungen der Stro-
malgebra. Man sucht also Algebren U C Fy, die lokal sind: Fo(I) C Fo(I¢)'. Neben
der Lokalitdt muB man weitere Einschrinkungen an die Art der Erweiterungen ma-
chen. Zum Beispiel méchte man das Produkt & x U als Erweiterung ausschlieBen,
da es ebenfalls iiberabzdhlbar viele Superauswahlsektoren besitzt. Solche Situationen
kann man vermeiden, wenn man fordert, daB sich die Dynamik beim Ubergang zur
Erweiterung nicht dndert. Genauer fordert man, da8 eine Erweiterung o von ¢ durch®
ein lokales kovariantes Netz I +— Fo(I) erzeugt wird, so dafl sich die Zeittranslatio-
nen auf Y als implementierbare Automorphismen nach Fy fortsetzen lassen und die
implementierenden Operatoren in dem schwachen Abschlufi von U liegen.

Wie in [BMT 88] iiberzeugt man sich, daf sich eine derartige Erweiterung reali-
sieren 1afit als Unteralgebra der Algebra aller Feldoperatoren 3§ in H, eingeschrankt
auf einen Unterraum von H. Es sind also diejenigen Felder %5 (p aus einer Untermenge
aller lokalisierter Eins-Formen) zu finden, fiir die 4§ q/)( ¥, gilt, falls d1e p; dis-
junkten Trager in S\ {¢} haben!. Seien zunichst p; und p2, mit f fep = [fp, =
und disjunktem Tréger gegeben. Aus der Formel (3.11) sieht man:

WU, = eyl
(lﬁﬁ, )*1/’,(,2 — eq:m(a,oz),‘pgz(ng) )x-'

Somit ist d1e Forderung: 1(a,a) € Z, eine notwendige Bedingung dafiir, daB die Felder
¥,, mit [ 2 3P = & und suppp C I, eine lokale Erweiterung, Fz4(I), von U(I) definie-
ren. Weiter siecht man, da dann auch die Felder (4/$)* (n € Z) zueinander lokal sind.
Die von solchen Feldern erzeugte Algebra lebt aber nach wie vor auf dem punktierten
Kreis S\ {¢}. Es folgt nimlich aus der Formel (3.12):

e (¢§1)‘ = 2mi{Qa), (3.13)

Es sei nun Zo & {n-a|n € z}, die von a € V erzeugte Untergruppe in V, sowie
(za)* & {8 € V|(o,B) € Z} die dazu duale Untergruppe von V. Die Unterraume
Hzo und H(za). sind also wohldefiniert (siehe (3.5)). Weiterhin ist die Einschrankung
der rechten Seite von (3.13) auf den Unterraum Hz4)+ identisch Eins. Bezeichne ich
also die Einschrankung der Felder z/) auf H(zaye mit ,, so ist diese Definition fiir
&) = aund (a,0) € 22 tatsachhch unabha.nglg von ( € S*. Die Felder ¢, mit
den angegebenen Bedingungen an [ 2 35p sowie supp(p) C I erzeugen also fiir jedes
Intervall 1€S* eine lokale Erweiterung Fy,(I) von #(U(I ))lﬂ(za)-
Die zu dlesem Netz gehorende universelle Algebra, die also von allen Operatoren
¥,, mit [ & 3P € Za erzeugt wird, bezeichne ich mit Fz4. Fz, besitat nach wie vor eine

!Da die Feldalgebren nur bis auf Klein-Transformationen eindeutig sind, erwarten wir diese Rela-
tionen nur fiir Klein-Transformierte der Felder v, siche unten.
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iiberabzéhlbare Menge von Superauswahlsektoren (aufer fir dim(V) = 1 [BMT 88]).
Die Vakuumdarstellung ist Hz, und besitzt den Vakuumvektor @ € H, als zykli-
schen Vektor. Das Zentrum, Z(Fza), wird erzeugt von den Operatoren €@, mit
{@,)) € Z. Jedes A € (Za)* definiert also eine irreduzible positive-Energie-Darstellung
auf Hyyza def OnezHMrina. Man iiberzeugt sich, daB zwei dieser Darstellungen, gegeben
durch A; und ), dquivalent sind, falls A; — \; € Za. Die irreduziblen Superauswahl-
sektoren der Algebra F3, werden also durch die abelsche Gruppe (za)*/ (za) para-
metrisiert. Diese Gruppe ist aber (aufler fiir dim(V') = 1) wieder iiberabzihlbar! Man
muf also das so gewonnene Netz wiederum durch lokale Felder erweitern, um zu rea-
listischen Modellen mit einer endlichen Anzahl an Superauswahlsektoren zu kommen.
Ich beschranke mich im folgenden auf diesen Fall. Mit derselben Methode lassen sich
auch alle anderen Erweiterungen klassifizieren, die die oben genannten Bedingungen
erfiillen.

Das Ergebnis 148t sich am leichtesten mit Hilfe von integralen Gittern formu-
lieren. Dies sind die oben erwihnten Untergruppen von V. Ich méchte deshalb an
dieser Stelle einige Definitionen und Eigenschaften dieser Gitter einfiigen (siehe z.B.
[Con/SLo 88)).

Sei (V;(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Ein integrales Gitter L in V ist eine
Untergruppe (beziiglich der Addition in V), so daB fiir &, 8 € L das Skalarprodukt —
(a, ) eine ganze Zahl ist. Ein integrales Gitter heift gerade, falls (a,a) € 2z ist,
fir o € L. Eine Basis von L ist eine Teilmenge (4, ..., ,) von linear unabhéngigen
Elementen von L, so daf§ sich jedes Element in L als Z-Linearkombination der o
schreiben 1d8t. Im folgenden gehe ich davon aus, daB es eine Basis gibt, die auch eine
Basis von V ist (das Gitter hat dieselbe Dimension wie V, es hat maximalen Rang).
Das duale Gitter L* ist die Menge aller Vektoren A € V, fiir die (@, A) € Z ist fiir alle
a € L. L* ist auch ein Gitter, i.a. jedoch kein integrales. Es gilt jedoch L C L*, und es
ist eine bekannte Tatsache, daB die Quotientengruppe L*/L eine endliche Gruppe ist.
Ist (0u,...,a,) eine Basis von L, so ist die duale Basis (), ..., A,) definiert durch:

(a.-,/\,-)=¢5.-- i,j:l,...,n (314)
Die A;, i =1,...,n, bilden eine Basis des dualen Gitters.

Nach diesen Vorbetrachtungen kann ich die Klassifizierung lokaler Erweiterungen
mit endlich vielen Superauswahlsektoren angeben.

Theorem 3.1.4: Es sei L ein integrales, gerades Gitter in V mit Basis
(e1,...,04) (n = dim(V)). Die Vektoren y; € L* (i = 1,...,n) seien
definiert durch:
i-1
=0, p; = Z(a;,ak))‘k, 1=2,...,n. (3.15)
k=1
Weiter sef fiir « € L:

n n
a= En;a; = o def an;. : (3.16)
i=1 i=1

dz

Fir jedé lokalisierte Eins-Form p, mit f 2=

Operatoren ¢, auf My~ durch:
¢P def eir(Qvua)wglnL. Ce St (3'17)

p = a, € L, definiert man
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Dann gilt:
(a) Die Definition (3.17) ist unabhangig vom ¢ € S

(b) Die Operatoren ¢,, mit supp(p) C I€S* und [ %p € L, erzeugen eine
lokale Erweiterung F1,(I) von U(I). Genauer: Ist 7. die Einschrinkung der
Darstellung # von U auf den Unterraum H;., dann gilt 7. U(I)) C Fr(I),
und F(I) C Fr(I°).

(c) Jede lokale Erweiterung, die den oben diskutierten Bedingungen geniigt,
ist von dieser Form.

Beweis: Wie oben folgt die Aussage (a) unmittelbar aus der Formel (3.12). Der Ope-
rator, der dort auf der rechten Seite steht, ist auf dem Unterraum . identisch Eins.
Die Aussage (c) folgt ebenfalls sehr schnell. Aus der oben gemachten Bemerkung, da8
sich alle lokalen Erweiterungen durch die (méglicherweise Klein-transformierten) Fel-
der ¥§ erzeugen lassen folgt, da man lediglich zu priifen hat, welche Forderungen an
die Gesamtladungen der Eins-Formen p zu stellen hat. Sind zwei solche Eins-Formen
p1 und p, gegeben, mit a; = f %p;, so folgt als erstes, dafl jeweils (a;,a;) (i = 1,2)
gerade ganze Zahlen seien miissen. Da weiterhin mit 9,, und ¢,, auch ¥,,%,, ~ P14,
ein lokales Feld sein mu, folgt, da auch (a1, a,) eine ganze Zahl ist. Es bleibt also zu
zeigen, daB die angegebenen Felder tatsichlich auch lokal zueinander sind. Seien dazu

a,B €L, . .
a = Z k;a;, ﬂ = Zm;a,-, (3.18)

i=1 i=1

Elemente des Gitters L, [ £&£p; = o, | & p, = B sowie: supp(p1) N supp(p;) = 0. Be-

nutzt man die Vertauschungsrelationen (3.11), so folgt mit der fundamentalen Relation
(ap = J 22p) 1,7 (@H) = eirlopmgin@ulyy . :

2

Bpibpy = ei"(Q’”°)¢,,ei"(Q‘“ﬁ)¢n
= e‘"(a’“’)ei"(q'“")ei”(q’”°)d)‘,l¢h

eiw(a,up)eifr(Q,yp) eiw(Q,ua)e:tiw(a,ﬂ)w”,‘/)pl
= e"fr((mup)—(&na))eiiﬂ(a,ﬂ)qgn Bpr-

Mit (3.18) und der Definition der p,, ug, sieht man:

(o, 6) = (B, a) £ (o, B) = i kim; ((ai, ) = (@, pi) £ (i, 05)) . (3.19)

i,5=1

Benutzt man noch die Definition (3.15), so folgt fiir 7,5 = 1,...,n:

{@is p) = (s i) = (i, @5)  (mod 2). (3.20)
Mit Gleichung (3.19) ist dann die Phase in der Vertauschungsrelation gleich Eins, und

es folgt, daB die Felder (3.17) tatsichlich eine lokale Erweiterung erzeugen. O

Lokale Erweiterungen einer abelschen Stromalgebra iiber dem Vektorraum V las-
sen sich also durch integrale, gerade Gitter in V beschreiben. Wie in dem Fall einer
Erweiterung durch ein Feld sieht man, da$ die irreduziblen Darstellungen mit positiver
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Energie der Algebra F, durch die Gruppe L*/L parametrisiert werden: Die Vakuum-
darstellung der Algebra Fy, ist H; und wird im folgenden wie ihre Einschrinkung auf
die Stromalgebra /, mit 7, bezeichnet. Diese Darstellung ist irreduzibel. Fir jedes
A € L* ist die Darstellung 7z auf dem Raum

) Hasr = BacrHotas (3.21)

definiert durch die Einschrinkung der Algebren F7(I) auf den entsprechenden Unter-
raum von Hy., irreduzibel. Wegen Hayr = Hi Va € L (siehe 3.21) sind diese Darstel-
lungen genau dann inéquivalent, wenn die Nebenklasse [A] von A in L*/L nicht Null
ist. Die Gruppe L*/L ist eine endliche Gruppe, so da das Modell nur noch eine end-
liche Anzahl von Superauswahlsektoren hat. Diese Sektoren lassen sich wieder durch
lokalisierte Automorphismen erzeugen, deren Einschrinkung auf die Stromalgebra U
durch «,, mit f %p € L*, gegeben ist. Tatsichlich lassen sich diese Automorphismen
auf Hy~ durch Kleintransformierte der Felder ¥¢ implementieren. Man definiert analog
zu (3.15) Vektoren v; € V (i =1,...,n) durch:

vi =X+ 3 (A, ) (3:22)

i=t1

(X (8 = 1,...,n) ist die duale Basis). Fiir A = ¥ n;); € L* definiert man weiter
vy = Y%, niv;. Die unitiren Operatoren ¢A,,( mit ¢ € §%, supp(p) C I C S\ {¢} und
a, € L*:

5 & eim@uagyt, (3.23)

implementieren dann die irreduziblen Darstellungen und sind lokal zu den Operatoren
b5, o € L. .

Ein Spezialfall tritt ein, wenn das Gitter selbstdual ist: L* = L. Beispiele dafiir
sind das Wurzelgitter der kompakten Lie-Gruppe Es, (dim(V') = 8), oder das soge-
nannte Leech-Lattice Azq (dim(V) = 24). Allgemein existieren integrale, gerade und
selbstduale Gitter in V' nur, wenn die Dimension von V ein ganzzahliges Vielfaches
von 8 ist [CON/SLO 88|. In diesen Fallen hat die Theorie keine nichttrivialen Super-
auswahlsektoren bzw. Ladungen.

Zusammenhang mit der DHR-Konstruktion: Die Vakuumdarstellung (rp,HL) des
Netzes I — Fir(I) 1aBt sich als DHR-Feldalgebra iiber der Stromalgebra U auffassen
[DHR 69 II]: Tatsachlich ist L als Gruppe eine Untergruppe aller Sektoren von U ,
und Hr = @yerH, ist die direkte Summe der zugehdorigen Darstellungen, mit einfacher
Multiplizitat. Die Feldoperatoren ¢,, a, € L, sind Intertwiner zwischen verschiedenen
dieser irreduziblen Darstellungen. Die zu L duale Gruppe L, das ist die Gruppe aller
Charaktere von L: L % (V/L*), wirkt in H;, auf kanonische Weise:

V/IL® 3 [v] = U([o]) & €240y, (3.24)

Hier bezeichnet [v] € V/L* die Klasse von v.€ V, und der entsprechende Charakter
von L ist gegeben durch: xpj(a) = ). Aus der Regularitit des Zustandes wp
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folgt, daf die Darstellung [v] +— U([v]) € B(My.) stark stetig ist. Es sei du([v]) das
¢mormierte) Haar-Maf$l auf V/L* und fiir F € B(H):

()% [og(F)du(e]), aw(F)=UGDFU(R).  (325)

Dann gilt (siehe [DHR 69 I, Lemma 3.1], [DHR 69 II, Proposition 4.5:

Proposition. 3.1.5: (a) m ist eine bedingte Erwartung von B(Hy) in die
Kommutante U(L)’ der Darstellung U von L.
(b) x(U(I))" = FL(I)" N U(LY', fiir jedes Intervall ICS*.

3.2 Level-1-Darstellungen von Loopgruppen

Lokale Erweiterungen der Stromalgebra U iiber einem Vektorraum V lassen sich durch
integrale, gerade Gitter L in diesem Vektorraum klassifizieren. Eine spezielle Klasse
dieser Gitter sind die Wurzelgitter der Lie-Algebren vom Typ A, D oder E (z.B.:
su(n) = An_;) [HUMPHREYS 72). Es stellt sich die Frage, welcher Zusammenhang
zwischen den lokalen Erweiterungen und den entsprechenden kompakten Lie-Algebren
besteht. Es zeigt sich, daB die lokale Erweiterung, die zu einem dieser Gitter gehort,
eine unitdre, projektive Darstellung mit positiver Energie der Gruppe aller glatten
Abbildungen von S! in einen maximalen Torus der zugehérigen Gruppe definiert. Ei-
ne Standardkonstruktion (die Vertexoperator-Konstruktion) zeigt, daB diese Darstel-
lungen in kanonischer Weise auch Darstellungen der Stromalgebra (1.1) sind, die zu
dieser Gruppe gehéren (siehe z.B. [PRE/SEG 86, SEGAL 81]). Weiterhin kann man
die so gewonnenen Darstellungen der Lie-Algebra (1.1) “exponentieren” und erhilt
die projektiven Darstellungen der Loopgruppe LG bei Level 1. Die Vertexoperator-
Konstruktion ist ausfiihrlich in der Literatur diskutiert (z.B. [PRE/SEG 86]), so daB
ich mich hier darauf beschrinke zu zeigen, dal man aus den lokalen Erweiterungen
der abelschen Stromalgebra tatsichlich projektive Darstellungen der Loopgruppe des
maximalen Torus erhilt. Die Vertexoperator-Konstruktion ist dann nur kurz erwahnt.

Projektive Darstellungen und zentrale Erweiterungen: In der Quantenphysik spielen
projektive- oder Strahldarstellungen von Gruppen eine herausragende Rolle. Ich will
hier kurz den Zusammenhang mit zentralen Erweiterungen von Gruppen erliutern,
soweit dies fiir das weitere wichtig ist. Sei 7 projektive Darstellung einer Gruppe G.
Man hat also fiir g,k € G:

m(g)n(h) = clg, M)x(fg)  le(f,9)l = 1.

Die Abbildung c, die hier auftaucht, heit Kozykel. Ein Kozykel mu$ bestimmte Re-
lationen erfiillen, die sich aus der Assoziativitit der Multiplikation ergeben. Zwei

Kozykel ¢; und c; heifien dquivalent, wenn es eine Funktion b von G nach C, mit
|b(g)| = 1 Vg € G gibt, so daf: ,

ex(g,h) = ﬁg-g(;—l’;;'—)q(g,h) Yg,h€G.

Fir die zugehorigen projektiven Darstellungen 7, und =, gilt dann:

72(9) = b(g)mi(g9), g€G.
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Sie unterscheiden sich also nur um eine (physikalisch unwichtige) globale Phase.

Ist ein Kozykel ¢ gegeben, so kann man eine zentrale Erweiterung G von G defi-
nieren. (7 ist als Menge gegeben durch Paare (), g), A € U (1), g € G. Die Gruppen-
multiplikation in G ist definiert durch:

(A 9)(k, b) = (Auc(g, k), gh).

Man iiberzeugt sich, dafi die Bedingungen, daB ¢ eine projektive Darstellung definiert
hat, hinreichend dafiir sind, daB diese Formel in der Tat G zu einer Gruppe machen.
Das wichtige an zentralen Erweiterungen ist nun, da8 man jede projektive Darstel-
lung als (echte) Darstellung der zugehérigen zentralen Erweiterung auffassen kann. Ist
némlich 7 eine projektive Darstellung von G, dann definiert die Zuordnung:

#((\9)) ¥ I (g)

eine Darstellung von G.

Es sei G eine einfach-zusammenhangende, halbeinfache Lie- Gruppe mit Lie-Algebra
8. Ich wihle eine Cartan-Unteralgebra t. t ist ein reeller endlichdimensionaler Vektor-
raum: n % dim(t). Die Cartan-Killing-Form von g induziert ein positives Skalarprodukt
() auf t. Das innere Produkt auf t* bezeichne ich ebenfalls mit (-, -). Haben alle ein-
fachen Wurzeln von g gleiche Lange (beziiglich dieser Metrik), so heifit die Lie-Algebra
und die Gruppe simply laced. Durch eine geeignete Normierung erreicht man, da8 alle
Waurzeln o die Linge Zwei haben: {@,a) = 2. Die einfachen Wurzeln von g erzeugen
dann ein integrales gerades Gitter L in t*, die Kowurzeln erzeugen ein solches Gitter
L in t. Die zu t gehdrige maximal abelsche Untergruppe T kann ich iiber die Exponen-
tialabbildung mit /27 L identifizieren. Mit dieser Identifizierung kann man L als die
Gruppe der Homomorphismen von U(1) nach T realisieren. Ich bezeichne die Gruppe
aller glatten Abbildungen von S nach T mit LT, die Loopgruppe von T Identifiziere
ich §! mit R/27Z, so lassen sich die Elemente von LT schreiben als Funktionen e/,
wobei f eine Funktion von R nach t ist, mit =(f(0+2r) - f(0)) € L.

Das Kowurzelgitter L kann man iiber die oben gemachte Identifizierung mit
Hom(U(1),T) als Untergruppe von LT auffassen. Bezeichnet man mit (LT)o die Zu-
sammenhangskomponente der Eins in LT (das ist die Untergruppe der Loops mit
Windungszahl Null), so ist LT = (LT)o x L. Eine zentrale Erweiterung LT ist dann
(bis auf die oben erwihnte Aquivalenz) vollstandig durch ihre Einschrinkungen (73’70
auf (LT)o und I auf L, sowie die adjungierte Wirkung von L auf (LT), bestimmt
[PRE/SEG 86]. Um die Einschrinkung der hier betrachteten zentralen Erweiterungen
auf L zu untersuchen, bendtigt man noch folgendes Ergebnis, dessen Beweis z.B. in
[KAc 90] oder [PRE/SEG 86] zu finden ist.

Lemma 3.2.1: Es gibt eine Bilinearform b: L x L — Z,, mit

by a) = %(a, ) (mod?) VaelL. (3.26)

Weil (, ) fiir alle & aus L in 2z liegt, ist die Gleichung (3.26) tatséchlich sinnvoll.

Fiir ein Element '/ € LT fiihre ich folgende Notationen ein: Es ist fe f £ £(9),

Ay E L(f(6+ 27) ~ £(8)). Gilt A = 0, dann sei f(e®) < f(9). Ferner notiere ich

T
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die Zusammenhange:

; d d dz 1 27 df
=¥ — =iz —_—— = — .
Fme ® =" 271 2 /o 2x (3:27)
Proposition 3.2.2: Es sei ¢ der Kozykel: )
(e, €9) = (—1)48189)¢iS(19) (3.28)

auf LT mit

SU.a) =5 [ 3 TO.SO)+ 580 +(Bra-9),  (329)

und b eine Bilinearform von L x L nach z,, wie in (3.26). Es gibt genau
|L*/L| unitire Darstellungen der entsprechenden zentralen Erweiterung

LT, die kovariant unter den Rotationen ist, so da der Erzeugende der Ro-
tationen nichtnegatives Spektrum hat und ein Element (A,1) durch A - id
dargestellt ist (Level 1). Eine Darstellung ist eindeutig dadurch bestimmt,

daB sie einen Vakuumvektor Q besitzt, der invariant unter den Rotatio-

nen ist (Basisdarstellung). Eine andere Bilinearform b, die die Bedingung
(3-26) erfiillt, fiihrt zu einem &quivalenten Kozykel und damit zu einer  _
aquivalenten Darstellung.

Der Beweis dieser Aussage ist in [SEGAL 81, Theorem 3.1] zu finden. Mit den Formeln
(3.28) und (3.29) kann nun die Einschrankungen der zentralen Erweiterung, die zu

—

dem Kozykel gehért, auf die Untergruppen I und (LT )o berechnen. Dazu wihlt man
Reprasentanten: e'/s,¢'%, (j = 0,1), mit fo(8) = A0, go(8) = Afund Ay, = A, =0.
Es ist dann:

eifogiso (_l)b(A!vAg)e‘.(f0+30) (3.30)
e 27 df .

ifiginn  — ; — f(8)d" i(f1+91)‘ :
ehem = oli [ 2 0)g(0))e (331)

Ferner berechnet sich die adjungierte Wirkung von L auf (ET Yo zu
efoging=ifo _ ildpf) ifi, (3.32)

Die Relation (3.31) stimmt genau mit den abelschen Stromalgebrarelationen iiberein,
wenn man fiir Ay = 0 die Identifizierung W(f) & e vornimmt. Weiter stimmt (3.32)
mit der Wirkung der Ladungserzeuger I'y ; lberein.

Es ist nun iiberraschend, daB die in (3.17) eingefiihrte Klein-Transformation genau
auf die Relationen (3.30) fiihrt:

Lemma 3.2.3: Es seien (ay,...,a,) die einfachen Wurzeln von g und
(h1,...,hy) die entsprechenden Kowurzeln. Die T, seien wie im letzten
Abschnitt die Ladungserzeuger in M und die p; wie in (3.15) definiert. Ich
schreibe die Identifizierung von L mit Hom(U(1),T) explizit: L 5 h
en(9) = " Fiir die einfachen Kowurzeln h; (i = 1,...,n) definiert man?

rp(en) = I & e™@uir, | (3.33)

2Hier und im folgenden schrinke ich alle Operatoren auf den Unterraum #, ein.
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und, falls & € L die Zerlegung h = Y1 mih; hat, so daB alle m; ganze
Zahlen sind,

mp(en) & (Tog)™ -+ (o)™ (3.34)

Dann ist 7p eine projektive Darstellung von L mit einem Kozykel, der zu
(3.30) aquivalent ist.

Beweis: Als erstes bemerke ich, da8 diese Zuordnungen tatsachlich eine projektive
Darstellung von L definieren. Das folgt daraus, da$ die Ladungserzeuger I', additiv
sind: I'wI's = [o45. Weiter kann man zeigen, daB eine projektive Darstellung der abel-
schen Gruppe L vollstindig durch den antisymmetrischen Teil des Kozykels bestimmt
ist (siche z.B. den Beweis von Lemma A.1.2 in [DHR 69 II]). Es ist also zu zeigen,
da8 fiir o,a € L:

fvaf\&f\;lfv;l - (_l)k(h,ﬁ)+b(l—|,h). (335)
(Hier ist o = Y mioy, @ = S kia; und b = Smiki, b = > kih;.) Ich zeige diese
Eigenschaft als erstes, wenn a = «; und & = a; (i,j = 1,...,n) einfache Wurzeln

sind. Aus der Bilinearitat von b und der Eigenschaft (3.26) folgt:

%(h; +hihi+hy) = b(hi+hyhi+h) (mod 2)
b(hi, h.‘) + b(h.’, h,’) + b(hj, h.‘) + b(hj, hj) (rnod 2)
bl hs) + s, ) + 3 iy b + (s, ) (mod 2)

(hirhj) = (i, ;)  (mod 2).

= b(hi, b;) + b(hj, hi)

Wiederum aus der Bilinearitat folgert man fiir beliebige Linearkombinationen der
Wurzeln- und Kowurzeln: b(h, k) + b(k, k) = (@, &). Benutzt man nun die Eigenschaft
(3.20), so folgt fiir einfache Wurzeln:

f‘a,- fa, = eiw((ai,u;)—(aj,ui))f‘aj f'a‘_ ,

und mit Gleichung (3.19) erhilt man die Behauptung (3.35). Fiir beliebige o = ¥~ k;a;
und & = Y m;a; (ki,m; € 2,4 = 1,...n) erhalt man die Behauptung dann folgender-
mafBen: .

Tola = (To)® - Fa oo (Far)™ - (Fa)™ '

(m1)m Zilaened (B, ymi(F, Yo (B, Yor (B )2 - (B, )
(=1ymlene) (T, )™ (To, )5 - (Fan)on(Fag)™2 - - - (B )™

(weil {aa, 1) =2)

%—1))2"5“(""")(&1)"” s (Tan) (T )M - (o)
(—1)‘“’&)].7‘5,1‘:0,.

[l

Wie oben bereits bemerkt, liefert fiir ¢'/ € (LT)o, d-h. Ay = 0, die Zuordnung

p(el) € r(W(f))
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eime projektive Darstellung von (LT)o in Hy, deren Kozykel wiederum mit dem in
(3:29) definierten dbereinstimmt. Ich berechne nun noch die Wirkung von mg(en) auf
emen Operator W(f):
FaW(f)(Fa)™ = eNw(f),
was mit (3.32) dbereinstimmt. Man erhalt also:
Proposition 3.2.4: Durch die Vorschrift:

f‘a,. he€L und
(W(f)) A;=0

I

1r3(eh)
- m5(e)

i

wird eine unitire projektive Darstellung von LT in M, definiert, deren
Kozykel aquivalent zu (3.28) ist. Diese Darstellung ist irreduzibel und mit -
positiver Energie. Aus Q € My, folgt, daf sie die eindeutig bestimmte Va-
kuumdarstellung zu diesem Kozykel ist.

Die Irreduzibilitat von Hy, ergibt sich aus der Tatsache, daB die von den Darstellenden

erzeugte Algebra gerade Fp, ist. Diese Algebra ist in Hy, irreduzibel dargestellt.
Weiterhin kann man sich iiberzeugen, daB das natiirliche Lokalisierungskonzept

in LT mit dem Lokalisierungskonzept in Fy, iibereinstimmt. Insbesondere stellen die

Felder ¢,, mit [ Zp = o € L und supp(p) = ICS?, bis auf eine Phase Loops in

T dar, die auBer}f;ib des Intervalles I identisch Eins sind. Bezeichnet man also die
Untergruppe in LT, die von solchen Loops erzeugt wird mit L;T, so gilt: = (F1(I))" =
xg(LT)".

Abschliefend méchte ich kurz die Vertexoperator-Konstruktion erwshnen, mit der
man aus diesen Darstellungen von LT Darstellungen einer zentralen Erweiterung
der Loopalgebra Lg, und damit auch projektive Darstellungen (die Darstellungen bei
Level-1) der Loopgruppe LG erhilt.

Dazu wahlt man sich zu jeder Wurzel « eine Folge von lokalisierten Eins-Formen
Pn, die gegen die Deltafunktion bei z, € S? konvergieren:

/%Pn(z) =a Vn und Jlxgopn[f] = (a, f(20)).

Man kann dann zeigen, da Regularisierungskonstanten R? existieren, so da8 fiir jedes
a die Operatoren R ¢,, gegen eine operatorwertige Distribution E.(zo) auf S konver-
gieren. Man kann geeignete Linearkombinationen J2(z) dieser Distributionen finden,
die, wenn man sie mit reellen Testfunktionen verschmiert, auf dem Definitionsbereich
Dy, den man durch anwenden von Polynomen in diesen Feldern auf den Vakuumvektor
erhalt wesentlich selbstadjungiert sind und die Vertauschungsrelationen

. al C 1 al
[J"(zl),J"(zz)] = lfch (21)6(21 - 22) bl —2-g "6'(21 - 22). (336)
erfiillen. Hier sind f2*, die Strukturkonstanten in einer Orthonormalbasis der Lie-

Algebra g und g ist die Cartan-Killing-Form in dieser Basis. Dies sind gerade definie-
rende Relationen einer zentralen Erweiterung Lg der Loopalgebra von g. Die Level-1
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Darstellungen der Loopgmppe erhilt man dann durch Exponentieren dieser Darstel-
lungen. Bezeichnet man mit L;G die Untergruppe der Loops in LG, die auBerhalb des
Intervalles I gleich der Identitat der Gruppe sind, so gilt:

AN
78(LiG)" = ng(L;T)" = >7L(.7-'L(I))”. (3.37)

Mit der Definition der schwachen Kommutélntefr’(beﬁnition 2.2.2) und der Tatsache,
dafl die Felder J* lineare Energie-Abschitzungen (siehe [BUucH/ScH-M 90] und Lem-
ma 2.2.3) ergibt sich folgende Charakterisierung der lokalen Algebren:

, 7ty =ws(ti6y = (‘) Puit)) (339)

a=1

(Skizze: In Kapitel 6 wird die Inklusion (NdimC P, ,0(1))' C np(LiG)" bendtigt, so daB
ich mich darauf beschrinke nur das zu zeigen. Die umgekehrte Inklusion ergibt sich
jedoch leicht mit den dort verwendeten Methoden. Es sei B(I) = (ﬂad‘__’_’{a ’PJa(I))I

‘ und C(I) = {“*U|supp(f) C I,a = 1,...,dim(G)}". Weil die Felder lineare

\ Energie-Abschétzungen erfiillen, sind die Algebren C(J) lokal [DRIE/FRO 77] und
es gilt mp(L1G)" = C(I). Weiter folgt aus diesen Tatsachen, da8 ein Operator eV*lf],
supp(f) C I° schwach mit J*[g] (a,b = 1,...,dim(G)) kommutiert, falls supp(g) C 1.
Es folgt mit der Haag-Dualitét fiir I — C(I) [WASSERMANN 89):

B(I)c C(I?Y = C(I),

fiir jedes Intervall I€S'.)




—

Kapitel 4 \J

Verletzung der Haag-Dualitét fiir
disjunkte Vereinigungen von :
Intervallen

In diesem Kapitel betrachte ich die Vakuumdarstellung (7o, Ho) der abelschen Stro-
malgebra U iiber einem Vektorraum V. Ich werde die Frage nach der Verletzungder
Haag-Dualitat fiir Vereinigungen von (zwei) disjunkten Intervallen beantworten. Ge-

nauer gesagt werde ich folgende Situation betrachten: es seien Iy, k = 1,...,4, vier
disjunkte Intervalle, deren Vereinigung dicht in dem Einheitskreis S? ist.
I
I, I,
N\ I .
Bezeichnet man mit Ay, i # k = 1,...,4, die von Neumann-Algebren, die von

allen Observablen erzeugt werden, die entweder in I; oder I; lokalisiert sind, so gilt '
aufgrund der Lokalitat:

Ars C Ay (4.1)

Es wird sich herausstellen, da8 man die Algebra A}, beschreiben kann, durch Felder,
die in dem Intervall I; eine beliebige Ladung erzeugen und in dem Intervall I5 diese
Ladung wieder vernichten. Daf8 solche Feldoperatoren tatséchlich in der Kommutante
doppelt lokalisierter Observablen (in der Vakuumdarstellung) liegen, ist evident: Die
Gesamtladung wird durch diese Operatoren nicht geindert, also sind sie observabel.
AuBlerdem sind die Felder relativ lokal zu den Observablen, so daB sie mit den Observa-
blen in A;3 tatsichlich vertauschen. Dieser Sachverhalt ist seit lingerem bekannt (sie-
he [LE/RO/TE 78], sowie die Diskussionen in [SCHROER 92, WASSERMANN 89]). Ich
werde hier zeigen, da diese Operatoren die Kommutante tatsichlich auch ausschépfen.

39
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Die Relevanz dieses Ergebnisses liegt unter anderem darin, daB man mit Hilfe der In-
klusion (4.1) in kanonischer Weise die Superauswahlstruktur einer Theorie analysieren
kann. Z.B. 138t sich zeigen, daB in dem hier diskutierten Fall die “Eichgruppe” V auf
der Algebra A, wirkt, u%ie Unteralgebra A;3 genau von den invarianten Elementen
aufgespannt wird. Die Verallgemeinerung &hnlicher Aussagen auf sogenannte nichta-
belsche Theorien mit Hilfe der Subfaktor-Theorie von Jones [GHJ] ist Gegenstand
neuerer Untersuchungen (z.B. [Lo/REH 94] und dort zitierte Arbeiten).

Bei dem vorliegenden Beweis verwende ich die Tatsache, da sich die Vakuum-
darstellung der Stromalgebra als Darstellung einer Weyl-Algebra im (bosonischen)
Fock-Raum realisieren 138t. Das erméglicht es, abstrakte Dualitatsaussagen im Fock-
Raum, wie sie von Araki [ARAKI 63], oder auch in der Arbeit [LE/Ro/TE 78] gezeigt
werden, zu benutzen. Mit den gleichen Methoden wurde in [ScH-MIR89)] die Haag-
Dualitat fiir zusammenhangende Intervalle gezeigt. Ich will im ersten Abschnitt diese
abstrakten Dualitatsaussagen diskutieren. Im zweiten Abschnitt werde ich die Reali-
sierung der Vakuumdarstellung im Fock-Raum angeben. Danach diskutiere ich eine
spezielle Klasse von Diffeomorphismen von S, deren Wirkung im Einteilchen-Raum
bendtigt wird. Der vierte Abschnitt dieses Kapitels ist dann dem Beweis der oben
erwahnten Aussage gewidmet. Im letzten Abschnitt zeige ich, wie man entsprechende

Aussagen auch fiir die im letzten Kapitel betrachteten lokalen Erweiterungen gewinnen—
kann.

4.1 A.bstrakte Dualitit im Fock-Raum

Es sei H ein komplexer Hilbert-Raum, mit Skalarprodukt (,-). Der bosonische Fock-
Raum, e ist die direkte Summe iiber die symmetrisierten Tensorprodukte von H mit
sich selber:

=

oo, (4.2)
n=1

Ich notiere im folgenden das Skalarprodukt in e¥ ebenfalls mit (-, ), das Skalarprodukt

in HEZ, mit (-, )sym. Fiir b € H sei e derjenige Vektor in e¥, dessen Komponente im

n-Teilchenraum (n!)~5h ® - - - ® h ist. Die Vektoren e*, h € H sind linear unabhingig

und endliche Linearkombinationen dieser Vektoren bilden einen dichten Unterraum in

eH. Es gilt:
(eh,e") = ek, (4.3)
Die Formel: _ )
W(h)ek & e~ e-(bbhtk o (4.4)

definiert einen auf einem dichten Unterraum isometrischen, und damit einen unitiren
Operator in e”. Diese Operatoren (die Weyl-Operatoren) erfiillen die kanonischen Ver-
tauschungsrelationen:

W(h)W (k) = e ™tCOW (b + k) h,k e H. (4.5)
Die von den Operatoren W(h), (h € H), erzeugte x-Algebra heiftt Weyl-Algebra.

Definition 4.1.1: Sei M eine Teilmenge von H. Das symplektische Kom-
plement M’ von M in H ist die Menge aller k € H, fiir die Im(h,k) =0
ist, fiir alle h € M.




KAPITEL 4: VERLETZUNG DER HAAG-DUALITAT 41

Ich zitiere foigende Resultate aus [LE/Ro/TE 78] (siehe auch [ARAKI 63]):

Proposition 4.1.2:

(i) M’ ist ein abwssener reeller Unterraum von H.

@MCN = NOM.

(iii) M" = M ist derkleinste, abgeschlossene reelle Unterraum von H, der
M enthalt. -

(iv) (M +iM) = M'niM' = M+, das orthogonale Komplement von M
in H.

(v) M’ = {0}, falls M dicht in H ist.

Ich machte noch einmal betonen, daB das symplektische Komplement einer Menge
- immer ein reeller Unterraum in H ist. Nach diesen Vorbereitungen kann ich die von
einer Teilmenge M C H erzeugte von Neumann-Algebra in ¥ definieren.

Definition 4.1.3: Fiir M C H, eine beliebige Teilmenge, sei:
R(M) ¥ {W(h)|h € M} C B(e™). (4.6)

Dabei bezeichne ich fiir eine Teilmenge M C B(e¥), mit M’ die Kommu-
tante von M in B(ef).

Ich komme nun zu dem Hauptresultat dieses Abschnittes (siehe [LE/Ro/TE 78, Theo-
rem 1.3.2])

Theorem 4.1.4: (Abstrakte Dualitdt im Fock-Raum) Es sei H ein kom-
plexer Hilbert-Raum, M und N reelle Unterrdume von H. Ich bezeichne
mit M = M” den Abschluf von M. Dann gilt:

(i) R(M) = R(M).

(ii) €° ist zyklisch fiir R(M) genau dann, wenn M + iM dicht in H ist.
(iii) €° ist separierend fiir R(M) genau dann, wenn M NiM = {0} ist.
(iv) R(M)' = R(M').

(v) (R(M)U R(N))" = R(M + N).

(vi) R(M) N R(N) = R(M n'N), so da R(M) genau dann ein Faktor ist,
wenn M N M’ = {0} ist. '

4.2 Die Realisierung der Vakuumdarstellung im
Fock-Raum :

Ich méchte nun die Realisierung der Darstellung (o, Ho) von ¢ im Fock-Raum ange-
ben. Als erstes bemerkt man,-daB wenn f; und f, zwei reelle Testfunktionen sind, die
sich nur um eine Konstante unterscheiden, dann mo(W(f1)) = mo(W(f2)) gilt. Es sei
(LV)o & LV/V. (LV)o besteht also aus Aquivalenzklassen von glatten Testfunktio-
nen auf $ mit Werten in V, wobei zwei Funktionen dquivalent sind, wenn sie sich nur
um eine Konstante unterscheiden. Falls dies keinen Anla8 zu MiBverstindnissen gibt,
werde ich im folgenden in der Notation keine Unterscheidung zwischen Elementen von
(LV)o und ihren Reprasentanten in LV machen. Die Fourier-Transformation auf $*
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liefert einen Isomorphismus zwischen LV und dem Raum aller Folgen f, (n € Z), mit:
(2) fn € Ve, fo € V, (b) fon = f; und () T2o(141%*)(fo, f.) < 00 Yk € No . Die No-
tationen sind wie im dritten Kapitel. Ich identifiziere im folgenden LV und den durch
die Bedingungen (a),ma (c) festgelegten Folgenraum. (LV)g trigt in natitrlicher
Weise die Struktur einfwimplexen Vektorraumes: Man definiert die Multiplikation
mit ¢ in LV durch:
if, falls n>0,
(if)n & { fo falls n=0, (4.7)

—if, falls n<0.

Auf der rechten Seite dieser Definition steht dabei die Multiplikation mit der komple-
xen Zahl i in dem komplexen Vektorraum Vg. Man sieht schnell, daB die so definierte
Multiplikation mit ¢ den Raum LV invariant 1a8t: f € LV = if € LV und auf (LV),
eine wohldefinierte komplexe Struktur bestimmt, d.h. reell-linear ist und i2 = —1
erfiillt. Weiter kann man ein (komplexes) Skalarprodukt auf diesem komplexen Vek-
torraum angeben: (f,g) & %21 k(fe, 9x). Diese Definitionen machen (LV), zu einem
komplexen Pra-Hilbertraum. Ich bezeichne den Abschlufl von (LV)o in der so definier-
ten Hilbertraummetrik mit H. Wiederum mit der Fourier-Transformation, 1a8t sich H
realisieren als der Hilbert-Raum aller Aquivalenzklassen von Folgen {f.}, (f» € V),
mit den Eigenschaften (a) und (b) oben, sowie 382, k(fi, fi) < co. Bemerkt man nun—
noch die Eigenschaften:

L9€@V)e = —im(f,9) = L A(f.q), (49)
FE@V = (W) =W (), («9)

so sieht man, daf sich die Vakuumdarstellung von U in e¥ realisieren 1aBt. Die Vor-
schrift:

Und(W()QE W(fe® e (LT (4.10)

liefert einen unitdren Operator U von Mo nach ¥, der gleichzeitig ein (schwach steti-
ger) *-Algebren-Isomorphismus ist und es gilt:

Umo(U(1))"U = {W(f)lsupp(f) C I}" IcS". (4.11)

Ich werde fortan diese Identifizierung benutzen und W(f) statt W(f) fiir einen Weyl-
Operator in B(ef) schreiben.

4.2.1 Stromfelder als unbeschrinkte Operatoren, Rotationen
und Zustandssummen

“Ich will nun noch einige Resultate diskutieren, die zwar in diesem Kapitel keine Rolle

spielen, aber in dem Kapitel iiber Casimir-Felder benétigt werden.

Wie schon in der Diskussion der Auswahlkriterien der Zustinde fir &/ erwahnt,
lassen sich in der Vakuumdarstellung von ¢ die Stromoperatoren:

.d
J(f1= —ld—AFO(W(/\f))lmo
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als unbeschrinkte Operatoren definieren. Die Fock-Raum-Realisierung der Vakuum-
darstellung liefert numeine einfache (und wohlbekannte) Beschreibung dieser unbe-
sdlrankten Operatoren. ]

Es sei Fy der Unterra.y{m von Vektoren in e¥, deren Komponenten in Hgg nur
fir endlich viele m von Null verschieden ist (Unterraum der Zustandsvektoren mit
endlicher Teilchenzahl). Ich definiere fiir f € (LV),, zwei Operatoren J*[f], durch

dom(J*[f]) = Fo, und
V(m + 1)‘(f ®n®- - ®gm)aym
\/;;l—! (i(fagk)(gl Q- ®§; ®--- ®gm)sym) .

k=1

J+[f](§l ® " ® gm)sym
Jflla®---® Im )sym

(Der Hut iiber einem Element bedeutet das Weglassen dieses Elementes.) Dann sind
J*[f] abschlieBbare Operatoren mit J*(f] = J¥[f]*|x,, und die Operatoren J[f] &
J*[f] + J[f] erfiillen die kanonischen Vertauschungsrelationen:

dz , ,
UL Ilel = [ 35(rh9) fgelLv. (4.12)
Fir die speziellen Funktionen €2 (z) & a(z™ + z™™), (n 2 1, € V) und mit der
Notation j2 = J[e], j*,, = J[i€%], m > 0, nehmen diese die Form:

[]Ic:’]ﬁ] = kék,—m(a’ ﬂ)a k)m € Z\ {0} (4‘13)

an. Ich wahle nun eine feste Orthonormalbasis e;, (i = 1,...n) in V und notiere die
Operatoren ],’n & jeu (i=1,...,n, m € zZ\{0}). Man sieht, daB die Operatoren j*, fir
m2>lundi=1,...,n, mltemander kommutieren. Aus der linearen Unabhéngigkeit
der Funktionen €} folgt weiter, daf§ die Vektoren:

ji—lnljiznz ° ]f-km,n (4‘14)

linear unabhingig sind, falls die Indizes den Bedingungen: n, > 0; 7, > 7,41 und
n, > n,4; wenn i, = i,4; ist, geniigen. Mehr als das: Ist P(V) = C[J‘,,,]:;;’l "™ die
Polynomalgebra in den Unbestimmten j ,, dann ist P(V)S ein freier P(V)-Modul
und Hp ist die Vervollstandigung von P(V)Q in H, [SEGAL 81].

Zustandssummen und Rotationen: Zustandssummen werden im weiteren Verlauf
der Arbeit eine wichtige Rolle spielen, deshalb mdchte ich sie hier in einer moglichst
allgemeinen Form definieren. Sei dazu H ein Hilbert-Raum, mit einer unitiren stark-
stetigen Darstellung der Rotationsgruppe U(1l). Der Erzeugende dieser Darstellung,
Ly, habe nichtnegatives diskretes Spektrum und sei weiterhin so, da8 fiir alle ¢ > 0,
e~tLo ein Spurklasseoperator ist, Die Zustandssumme Zy(t) (oder einfach Z(t), wenn
keine Mifiverstandnisse entstehen konnen), ist definiert als:

Zn(t) = tr(e~te).
Die Funktion Z ist eine Verallgemeinerung der Dimensionsfunktion, sie erfiillt:

Zrnyom, (t) = Zn, (t) “Zuy(t), Zryemy(t) = Zny(t) + Zmy (t) (4'15)
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\\

In dieser Arbeit ist der Fall afr) wichtigsten, in der das Spektrum von Lo aus den
nichtnegzﬁven ganzen Zahle& Ko besteht. Bezeichnet man in diesem Fall mit H(m)
den Eigenraum von Lo zum Eigenwert m, so gilt:

H= P H(m); Zn(t) = Y dimH(m)e™™.

meNo m>0

Ich méchte nun die Zustandssumme Zy, (t) berechnen, wenn (7o, Ho) die Vaku-
umdarstellung von U ist. Die Darstellung der starren Rotationen ist in diesem Fall
gegeben durch ‘

U(r (8)) ma(W(£)U™ (r (8)) = mo(W (u(r(~4))f))

und U(r(4))Q = Q. Ist Lo der Erzeugende dieser Einparametergruppe, so iiberzeugt
man sich, daf§ die Vertauschungsrelationen von Lo und 7% durch:

(Lo, jp] = —mj,, mez

gegeben sind: Die Anwendung des Operators ji . erzeugt die Energie m. Der Ei-
genraum Ho(m) der Energie m besteht also gerade aus den Vektoren (4.14), fiir die™
Lj=1n;j = m ist. Da diese Vektoren unter den nach (4.14) gegebenen Bedingungen
linear unabhéngig sind, folgt, daB die Dimension von Ho(m) durch P(m)" gegeben
ist, wenn n = dimV’ ist und P(m) die Anzahl der Partitionen von m in nichtnegative
ganze Zahlen ist. Benutzt man elementare Ergebnisse der Zahlentheorie (siehe z.B.
[N1v/Zuck 60}), so erhilt man:

Zno(t) = (H (1- e""‘)“) =7o(q)",

m>0

mit ¢ = e~ und mo(g) = (H,,,Zl(l - q"‘)) -1. Aus der Definition der Rotationen in Hy,
(siehe (3.4)) und den Formeln (4.15), folgt fiir die Vakuumdarstellung, Hy, der lokalen
Erweiterung ¥, von U:

T (8) = (mol@))" e (g= e (4.16)
13

4.3 Die Wirkung von Diffeomorphismen in H

Ich will nun beschreiben, wie die Diffeomorphismen von S? in H wirken und Eigen-
schaften von bestimmten Einparametergruppen ableiten. Diese werden bei dem Beweis
iiber die Verletzung der Dualitit benétigt.

Ein Diffeomorphismus’ von S* ist eine invertierbare, glatte (d.h. C**) Abbildung
von 8! auf S, deren Inverse ebenfalls glatt ist. Sind fiir i = 1,2, ®;: z — ;2 Dif-
feomorphismen, so ist deren Hintereinanderausfiihrung, ®,®,: z — &;(®,2) ebenfalls
ein Diffeomorphismus. Die Diffeomorphismen von S bilden eine Gruppe, Diff(S?),

Ich betrachte hier nur orientierungserhaltende Diffeomorphismen.
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~mit der Hintereinanderausfilhrung als Gruppenmultiplikation. Schreibt man z = e,
b < argd < 27, so bekornrht man eine glatte Funktion von R nach R durch:
//

S B(e) = £i®6) (4.17)

Die so definierte Funktion erfiillt die Quasiperiodizitits-Bedingung ®( + 27) = 27 +
&(0). Umgekehrt definiert jeder Diffeomorphismus von R, der diese Quasiperiodizitéats-
Bedingung erfiillt, einen Diffeomorphismus von S. Ich werde des &fteren zwischen
diesen beiden dquivalenten Beschreibungen von Diffeomorphismen wechseln. Dabei
sind dann die Regeln (3.27) zu beachten.

Die Diffeomorphismen von S! wirken in LV durch reell-lineare Operatoren:

Difi(S") 3 & = u(®), (u(®)f)(2) = f(87(2))
w(®) (fi + f2) = u(®)fr + u(®)fs,  u(@)Af = Mu(B)f, AER.

Weil die konstanten Funktionen in LV invariant unter dieser Wirkung sind, erhalt
man durch die Operatoren u(®), ® € Diff(S!), auch eine Wirkung auf (LV)o. Wie-
derum mache ich in der Notation keine Unterscheidung zwischen diesen beiden Wir-
kungen. Wichtig ist, daB die Wirkung sowohl auf LV, als auch auf (LV)o geometrisch
ist: -

supp(f) C I = supp(u(®)f) C ®(I). (4.18)

Die Operatoren u(®), ® € Diff(S?), erhalten die symplektische Form, d.h. fiir f,g €
(LV)o gilt:

A(u(®)f,u(®)g) = A(f,9)- (4.19)

Formal folgt diese Gleichung aus der Relation:

(u(8)1)’ () (u(®7)g) ()= = F(@(No(@(:) T (= = F(®)g(@)d0.

Ist fiir einen Diffeomorphismus ®, u(®) sogar eine komplex-lineare Abbildung (mit der
in (4.7) definierten komplexen Struktur), gilt also:

u(®)i = iu(®), - (4:20)
so kann man mit (4.19) zeigen, daB der Operator u(®) isometrisch ist:

(u(®)f, (u(®)g) Re(u(®)f, (u(®)g) + ilm(u(®)f, u(®)g)
Re(u(®)f,u(®)g) + iIm(f, ) (wg. (4.8 und (4.19))
Im(u(®)f, iu(®)g) + ilm(f, g)

Im(u(®)f, u(®)ig) + :lm(f, g)

= Re(f,,':') + iIm(f’g) = (fu'])'

Solche Operatoren lassen sich somit eindeutig zu unitidren Operatoren in H fortsetzen.
Man kann zeigen, daB die einzigen Diffeomorphismen ®, die (4.20) erfiillen, die Ele-
mente der Mébiusgruppe PSU(1,1) C Diff(S?) sind. Diff(S?) wirkt also nicht durch
beschrinkte komplex-lineare Operatoren in H! Diffecomorphismen wirken jedoch durch
Bogoljubov-Automorphismen. Das heit, daB fiir & € Diff(S?), «(®) ein reell-linearer
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beschrankter \Oygerator ist, der Gleichung (4.19) erfiillt, und so da8 der (komplex-
lineare) Operat
_/ u((II‘) —wu(®) (4.21)

ein Hilbert-Schmidt-Operator ist [SEGAL 81]. Das fuhrt dazu, daB man eine unitire
projektive Darstellung von Diff(S?) im Fock-Raum e¥ erhilt [SHALE 62]. Erwahnt sei
auch, dafl die Unitaritit der Mobius-Gruppe in H dazu fiihrt, daB sich diese Transfor-
mationen im Fock-Raum unitér implementieren lassen und den Vakuumzustand inva-
riant lassen.-Man sieht so, daB die Vakuumdarstellung der Stromalgebra I tatsichlich
ein chirales konformes Netz auf S! definiert.

Ich méchte nun eine spezielle Einpdrametergruppe von Diffeomorphismen studie-
ren, deren Darstellung die Bedingung (4.20) nicht erfiillt. Zur Motivation betrach-
te ich als erstes noch einmal d1e Einparameteruntergruppe der Dilatationen A; von
PSU(1,1): " ®
def cosh(t)z + sinh(t
Adz) = sinh(t)z + cosh(t)”

Aus (4.22) macht man sich schnell folgende Beziehung klar:

(4.22)

Imz # 0 = ReAyz > Rez Vt > 0.

Weiterhin sind die Punkte z = +1 € S Fixpunkte der Transformationen (4.22).
Diesen Sachverhalt kann man sich bildlich so veranschaulichen (¢ > 0):

z=-1 z=1

Die Einparametergruppe definiert also einen Fluf auf S'. Um diesen FluB genauer
zu untersuchen, betrachtet man am besten den infinitesimalen Erzeugenden D der
Gruppe u(A:). Dieser ist durch die Gleichung: D = $u(A,)|s=o definiert. Es ist:

;_-log(A‘z) = ;log(z) + 7 log(l + 27! tanht) — :—.log(l + ztanht).

Schreibt man-wie oben: ¢ = 1log(z), und Ag8) = 1log(Az), so folgt aus dieser

Gleichung, mit log(1 +¢) = 1.2, ﬂ)—t" ,t< 1t
Af9)=0-2 Z (tanh t)" sin(nb).
n=1

Es ergibt sich: %[\t(G)],:o = —2sind. Fiir D rechnet man dann nach:

(D)(e®) = 25in(0) 5 £(c®).

Die Eigenschaften der Elnparametergruppe A; kann man jetzt sehr gut an dem Vek-
torfeld X(8) = 2sin(f) £ ablesen?: Fir 0 < § < r ist die Funktion sin(f) positiv, fiir

ZHier identifiziere ich in naheliegender Weise Funktionen auf S* mit 27-periodischen Funktionen
auf R.
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7 < 0 < 27 ist sie negativ und fiir = 0, r ist sie Null. Interpretiert man X (6) als das
Geschwindigkeitsvektorfeld auf S? (fiir die Gruppe Ay, bzw. A,), so ergibt sich gerade
Bild 1. Das wichtige ist, da man viele Eigenschaften der Gruppe u(A;) mit Hilfe ihres
Erzeugenden D diskutieren kann.

Die Einparametergruppe von Diffeomorphismen, die ich genauer untersuchen will,
die auch (4.20) nicht mehr erfiillt, ist gegeben durch:

oy O i) w2

In dieser Definition nehme ich fiir Im(z) > 0 den Zweig der Wurzel, der positiven
Imaginérteil hat, fir Im(z) < 0 nehme ich den Zweig, der negativen Imaginirteil hat.
Weiterhin definiere ich fiir die Punkte z = +1: ®;(+1) = +1. Man iiberzeugt sich
leicht, daB diese Vorschriften in der Tat eine Einparametergruppe von Diffeomorphis-
men definieren. Mit den oben angegebenen Eigenschaften der Dilatationen ergibt sich
folgendes Bild:

m - G 2 Az <>
— —

z>VZ m
.__9

Ziel wird es sein, folgende Proposition zu beweisen:

Proposition 4.3.1: Fiir t > 0 definieren die u(®,) eine stark-stetige und
gleichférmig beschrankte Halbgruppe von reell-linearen Operatoren. Insbe-
sondere gilt fiir alle f € H: limy_o u(®;)f = f und ||u(®,)|| < e, fiir eine
reelle Konstante o > 0.

Bemerkungen: (a) In dieser Aussage benutze ich die Tatsache, daB H mit der Defi-
nition (f, g)r def Re(f,9)Vf,g € H, ein reeller Hilbert-Raum ist.

(b) Um die Notationen zu vereinfachen, beweise ich dieses Theorem nur fiir den Fall
dim(V') = 1. Der allgemeine Fall verlduft vollkommen analog.

(c) Man kénnte versuchen, die starke Stetigkeit direkt zu zeigen, in dem man die Norm
der Operatoren (4.21) fir ® = ®, abschitzt. Es ist jedoch einfacher, das Hille-Yosida-
Theorem zu benutzen. Ich zitiere dieses Theorem in einer fiir das hier vorliegende
Problem geeigneten Form [YOSIDA 71, Seite 246 ff.].

Theorem 4.8.2: (Hille-Yosida) Es sei H ein reeller Hilbert-Raum, A ein
linearer Operator in H mit Definitionsbereich dom(A), dicht in H und
Bildbereich rg(A). Existieren Konstanten N € N und & > 0, so daB fiir alle
n > N die Operatoren (1 — 2)~? beschrénkt sind, mit

A

Ia-5<a-57 axw, (4.24)
n n

dann gibt es genau eine stark-stetige Halbgruppe T3, t > 0, mit

1T < e wmd 75 = af,
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(

fiir eine dichten Unterraum von Vektoren f.

Um das Theorem anzuwenden, definiere ich einen unbeschrinkten Operator in H, der

die Bedingungen des Theorems erfiillt und zeige, daB die Halbgruppe von Operatoren,

die nach dem Theorem eindeutig ist, durch die Halbgruppe der Operatoren u(®,)

gegeben wird.

Beweis der Proposition: Die formale Definition des Erzeugenden macht keine Schwie-
rigkeiten. Wie in der Diskussion der Gruppe Ay, sieht man, da8: %(0)[,=0 = —sin(26)

ist. Um einen wohldefinierten Operator in H zu bekommen, bemerkt man, daf} die

Elemente c,,s, (n > 1) mit ca(e”) = cosnf und s,(e?) = sinnd eine orthogonale

Basis des reellen Hilbert-Raumes H bilden mit:

n
lleall® = lsall® = 5. (4.25)
Man rechnet nach: .
d %(cos(n +2)0 — cos(n —2)8) n > 2
sin 20@ cosnf = cos460 — 1 n=2
1(cos 30 — cos 8) n=1

Analoge Formeln gelten fiir die Ableitungen der Sinus-Funktion. Das legt folgende ~
Definitionen nahe: Es sei Hy der Unterraum von H. , der aus endlichen Linearkombina-
tionen der ¢, und s, besteht:

fetoo f=Yfat+S fs fufieV.
i=1 i=1

Ich definiere zwei unbeschrinkte Operatoren D, und D, in H durch: dom(D,) =
dom(D,) = Hy, und:

Dgc,, = Cyq n=2 (426)
Hes—a) n=1

{ 3(Snt2 — $n2) n>2

o { S(ene2—€noa) n>2

Dys, 54 n=2 (4.27)

%(sa+sl) n=1

__: def —%(qu-z - Cn—z) n>2

Doc, = —c4 n=2 (4.28)
—'%(\634-61) n=1

— _%(sn+2 —Sp—2) n>2

Dys, = —384 n=2 (4.29)

~3(ss+a) n=1,

sowie durch lineare Fortsetzung auf ganz Hy. Somit sind D, und D, unbeschrankte, .
dicht definierte lineare Operatoren in H.

Bemerkung: An dieser Stelle sieht man genau, wo die komplexe Linearitit der
Einparametergruppe ®; verletzt wird: Es ist ic, = —s,. Mit dieser Formel iiber-

zeugt man sich schnell, daB Dyic, = iDyc, fir n > 2 gilt. Fir n = 1 gilt aber:

Dgicl - iDgCl = - # 0!

—— = e
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Durch eine einfache Rechnung sieht man, da D, = D3ly,, d.h. fiir alle f,g € Hp

gilt: ~
(DZfag)R = (f’ ng)n.
Daraus folgt, daf die adjungierten Operatoren (D;)* und (Dy)* dicht definiert sind
und damit D, und D, abschlieBbare Operatoren sind. Weiter sieht man anhand der
Definitionen (4.26), daB, wenn f in der linearen Hiille der Vektoren c,,s, n > 2 liegt,
die Formel B
o (Do) f = —Dof (4.30)

gilt. Fir solche f und A € R gilt dann: .

I(Dz2 = VAP = IDofI* + XIfI? = X(f, D2f)o = A(D2f, fo
ID2fI* + M| FI* = MD3f, flo = MDa2f, flo  (4:31)
ID2f1* + X[ II* we. (4.30)
Ich fihre nun die Unterriume HF ein durch: HE def {f € H|f = % fic;, fi € R}
und Hy &of {f € H|f =X fisi, f: € R}. H{ besteht also aus (Aquivalenzklassen von)
geraden, Hy aus ungeraden Funktionen. Hy sind zueinander orthogonale Unterriume,
die unter den Operatoren D, und D; invariant sind. Schreibt man fiir f € HE: f =
fier + f, fr = 2(f, c1)w, so gilt fir A € R folgende Gleichung:
D2 = MFI* = 112Dz = VfII* + £21(2D; = Neu|)®
2 (2D2 = N o1, 2D, = V) f)_
122117 + XA + I+ Ner — e (4.32)
2fi(ea— (14 Ner, (=5f5 = Afs)es - 3f301)g
12D 117 + MIAIP + (1 + 2M)llea|* + leall®)
+ 6fifallerl|® — 101 flesl|*.
Dabei wurden die Identititen |jca||> = %, (n € N), sowie Gleichung (4.31) benutzt.
Bemerkt man nun noch die Ungleichungen ||2D,f||> > 0 und, fir n € z: fif, >
—fifal = =3(F7+ £2), 2f2 < || fII*, und dividiert Gleichung (4.32) durch 4, so erhilt
man die folgende Abschatzung (AER, feHY):
(D2~ DA 2 O - IIfI* f e HS

Durch eine vollkommen analoge Rechnung erhilt man eine etwas schlechtere Abschét-
zung fir f € Hy:

+

+

I

(D2 = NFI* 2 (A = A= lfII* feH. (4.33)

Mit der Orthogonalitat und Invarianz der Riume HE folgt, dafl die Ungleichung (4.33)
sogar fiir alle f € Hy gilt. Weiter sieht man, dafi man die gleichen Rechenschritte auch
fiir den Operator D, durchfiihren kann, mit dem Ergebnis:

Es existiert eine natiirliche Zahl no, so da8 fiir alle n > no und f € Hp =
dom(D;) die Ungleichung

D, 1
(¥ - 7)f||2 > §Ilfll2 (4.39)
gilt.
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Aus diesen Ungleichungen sieht man, da8 fiir n > max(no, 3), der Operator 1 — —7- eine
beschrinkte Inverse, (1 — —2)'1 € B(H), besitzt. Denn zunichst stellt man fest daB
fiir n > 3 der Vorfaktor in (4.33) positiv ist. Somit gilt, fir » > 3 und f € rg(1 — —2),

f=01-L)g

0= 2271 = ol < - 2= 2y - e = - L Ay, ass)

rg(l — 22) ist aber dicht in H, fiir n > no, denn mit Ungleichung (4.34) folgt, da8
1- gD_:l:) injektiv ist, fir solche n, und somit: rg(1 — £2) = ker(1 — gD—:t)* = H ist.
Benutzt man noch die Ungleichung:

(1-nt—dn?)"F < (1-2071),

giiltig fiir n > 3, so sieht man, daB8 die Voraussetzungen des Hille-Yosida Theorems -
mit o = 2 und N = max(3, no) erfiillt sind. Der Operator D, erzeugt also eine eindeu-
tige Einparameter(halb-)gruppe T;. Um die Gleichheit T; = u(®;), t > 0, zu zeigen,
ben6tigt man nur noch, daf fiir alle n € N:

4 cosn®_;(0)|¢=0 = sin 20 cosnd (analog sinnd).

dt dé
Mit der Definition von D, folgt die Gleichheit aus der Eindeutigkeitsaussage des Hille-
Yosida-Theorems. O

Ich habe mich hier darauf beschrénkt, die Stetigkeit der Halbgruppe u(®;), ¢t > 0
zu zeigen. Vollkommen analog dazu kann man auch &hnliche Resultate fiir die Gruppe
u(®;!) = u(®_;), t > 0 erhalten. Auch eine Verallgemeinerung auf geeignet gewihlte
Untergruppen mit 2n > 4 Fixpunkten scheint méglich.

4.4 Lokale Algebren und ihre Kommutanten

Ich komme nun zu den Hauptaussagen dieses Kapitels. Ich werde die Kommutan-
ten lokaler Algebren R(M) berechnen (siehe (4.6)), wenn M geeignet gewihlte Un-
terrdume des Einteilchenraumes sind. Dabei werde ich die abstrakte Dualitat (Theorem
4.1.4(iv)) benutzen.

Ich definiere zunachst lokale Unterrdume des Einteilchenraumes H und die ent-
sprechenden lokalen Algebren im Fock- Ra,uu{/Es sei I C ! eine endliche Verelmgung
von nichtleeren disjunkten Intervallen®, so daf auch das Komplement von I, I° eine
solche Vereinigung ist: I = Uplznt1, I° = Uplza. Es seien Unterrdume So(Z) und S(I)
von H, definiert durch:

So(I) % {f € (LV)olsuppf C I}
(1) ¥ {f € (LV)olsuppf' C I}.
Bemerkungen: (a) Die Bedingungen an den Triger der Testfunktionen sind natiirlich

als Bedingungen an Reprisentanten in LV zu verstehen. So(I) besteht also aus Ele-
menten, deren Représentanten in I° gleich einer Konstanten sind, S(I) aus Elementen,

3Die Frage ob diese Intervalle offen oder abgeschlossen sind, spielt keine Rolle.
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deren Reprisentanten konstant auf jeder Zusammenhangskomponente des Komple-
mentes sind. )

(b) Daraus folgt, wenn I€S? ein zusammenhangendes Intervall ist, die Gleichheit
So(I) = S(I). Weiter sieht man, wenn I = UZoloit1 die Zerlegung in zusammen-
hingende Intervalle ist, daB:

Soll) = éso(zw). (4.36)

Es sei nun wie oben, I eine Vereinigung disjunkter Intervalle. Ich definiere die lokalen
Algebren Ao(1) und A(I) durch:

- C A ¥ R(S(D))
A(D) £ R(S(1))

Bemerkungen: (a) Ist ICS! ein Intervall, so sieht man mit der in Abschnitt (4.2)
gemachten Realisierung der Vakuumdarstellung von i:

mo(U(I))" = Ao(I) = A(I).

(b) Ist I wieder Vereinigung der disjunkten Intervalle Dit1, 0 < ¢ < m, so folgt mit
(4.36) und Theorem 4.1.4(v):

(D) = (0 ot
i=0
Ich beweise folgendes Theorem.

Theorem 4.4.1: Es sei I = I, U I, die Vereinigung zweier nichtleerer
disjunkter Intervalle auf S1, so daB das Komplement I¢ = I, U I, ebenfalls
die Vereinigung von nichtleeren Intervallen ist. Dann gilt:

AoT)' = A(I) und  A(IY = Ao(I). (4.37)

Bemerkung: Die Verallgemeinerung dieser Aussage, falls I eine beliebige Vereini-
gung endlich vieler disjunkter Intervalle auf S ist, scheint ebenfalls mit den folgenden
Techniken méglich. Dabei sind jedoch andere Einparametergruppen von Diff(S?) zu
untersuchen. Ist I ein zusammenhéngendes Intervall, so gilt Ao(I) = Ao(I°). Dies
folgt aus allgemeinen Resultaten [FRG /GaB 92][BRU/GUI/Lo 93]. Fiir das hier vor-
liegende Modell wurde diese Aussage z.B. in [ScH-MIR89] bewiesen. In diesem Fall
sind, wie oben bemerkt, die Algebren Ao(I) und A(I) gleich. Eine natiirliche Verall-
gemeinerung des Theorems wire also die Giiltigkeit der Fory}ef '(4.37) fiir beliebige
disjunkte Vereinigungen von endlich vielen Intervallen. .

Beweis: Ich beweise zunichst die erste Formel in (4.37) fiir die spezielle Wahl der
Intervalle: I, ¥ {z ¢ S'ir < argz < 3r}, I e SY37 < argz < Ir}. Die Lage
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der Intervalle I, k =1,...,4 auf S? ist in folgendem Bild dargestellt.

B 13
Mit der abstrakten Dualitit (Theorem 4.1.4(iv)) und den Definitionen der lokalen
Algebren, ist zu zeigen:
So(I) = S(I°). (4.38)
(Hier ist So(I)" das symplektische Komplement von So(I) und S(I) der Abschlufi von
S(I°) in H.) Zun3chst einige Definitionen: Es sei ¢ eine positive reelle Zahl, € < Z. Fir
solche e definiere ich ein Intervall J,€S", durch J, ¥ {z € $'(0 < argz < stuf{ze =
S'2m — § < argz < 0}. J, ist also eine £-Umgebung von 1 in S'. Falls I€S! ein ;
Intervall ist, definiere ich I¢ &' . J, = {z-Z|zel,2 €J}und T ((Ie)5)°. I ist ’
also eine $-Umgebung von [ in S" und I ist eine §-Umgebung von I in S?, bildlich: “

Weiter fiihre ich die Faltung eines Elementes f € H mit einer reellen Testfunktion ) |
P, p(2) = Tpez pnz~™ ein, durch:

(F*0)n ™ fupon. (4.39) .

Es gilt

Lemma 4.4.2:

(i) Fiir f € Hist f % p € (LV)o. : ' i‘
(i) Fir £ € (LV)o gilt (1 # p)(2) = J &2 £(z2)p(2). &
(iii) Definiert man p durch ﬁ(z? & p(z71) (bzw. p, = p_,), dann gilt fir

f,9€ H: (fxp,9) = (f,p*9g)

(iv) Ist ICS* ein Intervall und supp(f) C I, supp(p) C Je, dann ist supp(f*

p) C I

Alle Aussagen sind, wie immer, modulo konstanter Funktionen zu verstehen. Der Be- .
weis dieses Lemmas ist einfach, und fiir den Fall V = R in [SCH-MIR89)] zu finden.

Ich beschrinke mich deshalb auf einige Bemerkungen. (i) Folgt aus der Tatsache,

daB mit der Folge p, schnell abfallender komplexer Zahlen, fir f € H, auch die
Folge (fup-n, fap-n) schnell abfallend ist. (ii) Ist eine einfache Rechnung. (iii) Folgt

aus der Eigenschaft p} = p_,, und der Hermitizitit des inneren Produktes in Vg:

(A, w) = (v, \*w), fiir v,w € V¢, X € C. Die Aussage (iv) ist dann ein Korollar aus

(i1) und (iii).

S S gy
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Lemma 4.4.3: Es seien die Intervalle I; und I3 wie in der Behauptung
des Theorems, sowie I = I; U I5. Dann gilt:

(i) f € So(I1 U I3) und supp(p) C J. implizieren f * p € So(*I; U<I3)'.

(i) Es sei f € So(I) N (LV)o, dann ist f € S(I°).

Korollar: f € So(I)’ und supp(p) C J. implizieren f * p € S(I5U I5).

Bemerkung: Die fiir das weitere wichtige Aussage ist die des Korollars: Verschmie-
rung mit einer glatten Testfunktion, deren Triger in J, liegt, macht aus einem Element
in dem symplektischen Komplement von So(I) ein Element in S(I5UIf) (d.h. eine glat-
te Testfunktion). Die weitere Strategie des Beweises ist, diese Regularisierung von f
wieder aufzuheben.

Beweis von Lemma 4.4.3: (ii) Sei f eine glatte Testfunktion im symplektischen
Komplement Von So(]lula). Insbesondere gilt also fiir alle g € (LV )o mit supp(g) C I1:
—ilm(f,g) = [ £(f’,g) = 0. Daraus folgt f'(2) = 0, fir 2 € I,. Analog sieht man
f(2) = 0 fiir z € I, also supp(f’) C LU I, und f € S(I°). (i) folgt aus Lemma
4.4.2(iii) und der Eigenschaft, daB mit p auch p Triger in J; hat. m]

Ich wahle nun eine Folge p, von reellen Testfunktionen auf S?, mit: (a) supp(p.) C J1 .
und (b) limy_co f * pn = fVf € H. (Eine Approximation der Delta-Distribution).

Dann folgt aus (b), fiir f € So()' und dem Korollar:
x L 1
feNsUFuL)
n=1
Mit der folgenden Proposition ist dann die erste Formel in (4.37) bewiesen.

Proposition 4.4.4: Es gilt:

09 =SGUT) = () SUF U I} (4.40)

n=1

Beweis: Es ist nur zu zeigen, daf§

= L L
N SUz VIF)CS(L,UL)
n=1

ist. Die umgekehrte Relation ist trivial. Aufgrund der Deﬁmtlon der Einparameter-
gruppe ®; (4.18) folgt, daf es eine Nullfolge t,, gibt mit <I>t,,(12 UL, ) C IZU 1, Vn €N.
Ist nun f € N2, (Iz u I4 ), dann gibt es eine Folge f,, mit f, € S(Ig U L, ) und
limp—co frn = f. Mit der geometrischen Wirkung der Transformationen u(®;) folgt, daB
u(®:,)fu C S(L2USy) ist, fir alle n € N. Damit ist

ll(@ea)fo = £ < (@) f = S+ He( @)l ICF = £

Mit der gleichférmigen Beschrinktheit und der starken Stetigkeit der Operatoren u(®;)
bei t = 0 (Proposition 4.3.1) folgt, daB f ein Haufungspunkt von S(I3 U ) ist und
damit Gleichung (4.40).

%
S/
/
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Die zweite Gleichung in (4.37) beweist man wie folgt. Es sei ¢ — (i), die Unter-
gruppe der starren Rotationen in PSU(1,1) C Diff(S*). Dann ist r(%)(LUI5) = LU,
Die Rotationen sind im Fock-Raum unitir dargestellt und wirken dort in der offen-
sichtlichen Art und Weise geometrisch (dies gilt sogar fiir die gesammte Diffeomor-
phismengruppe Diff (5*) [SEGAL 81]). Es gilt also, wenn ich diese Darstellung wieder
mit U bezeichne: .

| V() AU (Z)) = Ao(I°), (//
und analog fiirr A(J). Man erhilt: _

Ao(]c)/

(veGnamueGy)
UGN AU

U (GNATIE )
A(I).

I

S

Durch Ubergang zu den Kommutanten (und Theorem 4.1.4(1),(iv)) ergibt sich die
zweite Gleichung (4.37) fiir diese Intervalle. Fiir beliebige Intervalle I, (k=1,...,4),
die die Annahmen des Theorems erfiillen, bemerke ich nur, daB es einen Diffeomor-
phismus & € Diff($?) gibt, fiir den ®(]; Uf3) =L UI3 und <I>(fz UL) = I, U I4. Dieser
Diffeomorphismus ist, wie oben bemerkt, auf e unitir und geometrisch dargestellt.
Die Behauptung ergibt sich somit durch Betrachtungen, wie sie eben fiir die Rotatio-
nen durchgefiihrt wurden. o

Bevor ich auf die physikalische Interpretation des Theorems eingehe, machte ich zeigen,
da8 die Inklusion, Ao(f; U I3) C Ao(l, U L)' (= A(5 U I5)) tatsichlich eine echte
Inklusion ist [WASSERMANN 89)]. Seien dazu Funktionen f und g in LV gegeben mit:

0 2z€1;
aq z€I3

0 z€e1,
C2 Z€I4 ’

ﬂn={ ,gw={

Dabei seien die Konstanten ci,c; € V beliebig. Es ist dann W(f) € A(l; U I,) und
W(g) € A(L1 U I5). Die Lage der Intervalle und die Bezeichnungen ihrer Endpunkte
zi,t=1,...,4, seien wie in der folgegden Abbildung gegeben.

AL L

Z Z,

L I,
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Es gilt: \
A(f.9)

/IzUl, 27 >=(f9) (weg. flnur =0)
% (E(‘U‘(f(a),g(z;))) /;UI = 2 (5.d) / .

i=1

- '%‘cl’%) (wg. (f(2),9(2)) =0 fiir z#3).

In der zwelten Gleichung wurde dabei eine partielle Integration vorgenommen. Aus
den Vertauschungsregeln der Algebra U (3.1), erhdlt man:

W(f)W(g) = e W (q)W(f), (4.41)

so daB i. a. W(g) nicht in A(I;Ul,) = Ao(I;UI5) liegt. Die Inklusion ist also eine echte
Inklusion. Ich zeige nun die eingangs erwihnte Eigenschaft, daB die Algebra A(J;U L),
und damit die Kommutante der in I; oder I; lokalisierten Observablen, von Feldern
erzeugt wird, die in I, eine Ladung erzeugen und in I; wieder vernichten.
Proposition 4.4.5: Es sei {( € I; U I; beliebig, und die Algebra F°(I, U
I,) C B(H) definiert durch:

#0102 {105 lownlo) < 1 [ = [ i)

27

(Notationen wie in Kapitel 3). Dann besteht diese Algebra aus Observa-

blen: F°(I; U I,) C #(U)", und fiir die Einschrinkung auf den Vakuumbhil-

bertraum Hyp gilt: mo(U(11 U I3)) = mo(F°(I2 U L))
Beweis: Ich benutze die oben eingefiihrte Notation mo(U (11 U Is5))" = Ao(I3 U I3). Weil
die Felder lokal relativ zu den Observablen sind, folgt als erstes die Inklusion: 7 (Fo(l2U
L)) C Ao(I U Is)'. Als zweites bemerkt man, daB mo((1,,)¢)",,) = T)"o('/’,,‘_pg) =
xo(W(f)), mit einem Phasenfaktor* n und einer Testfunktion f € LV, deren Ableitung
in I U I3 ebenfalls verschwindet. Ist umgekehrt f ein Element in LV dessen Ableitung
in I; U I5 verschwindet, dann kann man —:f’ als Summe von Funktionen p; und p4
schreiben, mit zp;(z) € V, ¢ = 2,4 und supp(p;) C I;, 1 = 2,4 —if'(2) = pa(2) — pa(2).
Es ist dann:

J & (pae) ~ pu(e)) = i [ 5= 12) = 0.
Mit der Deﬁnit?on der Feldoperatoren 3,, (3.10), rechnet man dann nach:
| YEL) = nk(W(f) ne S
Es folgt also auch A(I; U I) C mo(Fo(Iz U Iy)), und somit
AL U 1) C n(Fo(laU L)) C Ao(hUL) = A(J2U 1),

womit die Behauptung bewiesen ist. - o
Ich notiere noch folgende Formel fiir die Ladungen «,, = a,, der Eins-Formen p; und
pa. Sind z; € I) und 23 € I3, so gilt:

f(z3) = f(a1) = /: dzf'(z) = z/: dzpy(z) = —27r/ 2%%/)2 = —2rq,,. (4.42)

4Der Phasenfaktor hangt natiirlich von ¢ ab.




56 KAPITEL 4: VERLETZUNG DER HAAG-DUALITAT

4.5 Veré]fgemeinerung auf lokale Erweiterungen

Ich zeige nun, wie man das Ergebnis des letzten Abschnittes auf lokale Erweiterungen
der Stromalgebra verallgemeinern kann. Dazu benutzt man die Tatsache, daB sich eine
lokale Erweiterung von ¢ als DHR-Feldalgebra ansehen kann. Zunichst notiere ich das
folgende Korollar aus Theorem 4.4.1 und den Vertauschungsregeln (4.41):

Korollar 4.5.1: Fiir ein Gitter L C V, sei Sp(I; U I3) die Teilmenge von
S(IUI5), bestehend aus allen Testfunktionen f, fiir die f(2;)— f(z4) € 27 L
ist, fiir alle z € I, z4 € Iy. Es sei Ar(LUIs) % R(SL(IUI5)) und analoge
Definitionen fiir I U I,. Dann gilt:

AL(I] U 13)' = AL-(Iz V] I4) (443)

Bemerkung: Dieses Korollar zeigt auch, da die Voraussetzung in Theorem 4.1.2,
daB M ein Unterraum ist, notwendig ist.

Beweis: Die Vertauschungsregeln (4.41) hingen nur von den Differenzen der Funk-
tionswerte auf den Komponenten des Komplementes von supp(f) und supp(g) ab. Es
folgt, daB die Regeln (4.41) unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten in LV sind.
Ebenso iiberzeugt man sich, daf die Teilmengen Sy (I U I;) wohldefiniert sind. Mit
(4.41) und Theorem 4.4.1 folgt dann:

ALo(Iz U 14) C AL(Il U 13), C .A(Iz u I4) (4.44)

A(I2 U 1) wird aber von Weyloperatoren W(f) mit supp(f') C I U I, erzeugt. Die
einzigen, die mit Az(I; U I5) kommutieren sind aber die aus Ap+(I; U 1), und das
Ergebnis folgt. m]

Es sei nun L ein integrales, gerades Gitter in V, i, die entsprechende lokale Erwei-
terung und (7r, Hy) ihre Vakuumdarstellung. Fiir disjunkte Intervalle I, k = 1,... 4,
und Uil = S, definiert man die Algebren:

"L Fu(h U R) ¥ (ra(Fi(h) Uny(Fi(F))"
und analog 7 (Fi(Iz U I;)). Dann gilt:

Proposition 4.5.2:

o (FL(h U B)) = {z($,W(f)) |supp(p) C L, f € Si-(I; U LL)}" .
(4.45)

Beweis: Sei T = L = V/L* die zu L duale Gruppe, T 3 g ~ f,, ihre Wirkung auf
Fr: ) 7
g =[], F € Fp = B,(F) = (@) pe=2m{Q:0)

Die bedingte Erwartung auf die Kommutante U(T')’ in B(H,) bezeichne ich wieder mit
m. Ich identifiziere im folgenden die Algebren F(I), I€S?, mit ihrer Vakuumdarstel-
lung, d.h. ich schreibe ¢, anstatt 71(¢,) etc. Ich unterteile den Beweis in zwei Schritte.
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(a) Sei als erstes A € m(F(LUIs)"). Dann ist A eichinvariant und es existieren folglich
Operatoren A, € B(Ho), a € L, mit:

A =P ro(Aa). (4.46)

a€L

Nun wird Fi (({; U I3)) von Operatoren By $pp; mit supp(px) C Iy, k = 1,3, und
@y, 0y € L, erzeugt. Wegen B(¢,,) = 2o wird dann m(Fi(I; U I5)) von
Operatoren ¢, ¢,5, ap; + a,, = 0 erzeugt. Mit Gleichung (4.42) sieht man, daB diese
Operatoren bis auf ein Phase gleich 7, (W (f)), f € St(l; U Iz) sind. Es folgt

m(F(ILU L)) = 7({W(f) | f € SL(hiU I3)})" = mp(AL(I1 U I3))". (4.47)

Wegen m(Fr(1Uls)") C m(Fr(I;UL)) folgt damit und mit Korollar 4.5.1 (Gleichung
(4.43)): )
Aw€ Ap(LUL) Vael.

Sei nun p, mit supp(p) C I und a, € L beliebig. Dann ist aufgrund der Lokalitit der

Wirkung von T ¢, € Fr(I1 U I3s) C m(Fi(l U I1)')'. ¢, vertauscht also insbesondere

mit A. Mit (4.46) und der Definition der Feldoperatoren (siehe Gleichung (3.6)) folgt:
$A = ¢, @ To(Aa)

a€L

= @ Wa—a,(Aa)‘ﬁp

a€L

= @ ”a(Aa+ap)¢ﬂ
a€Ll
= Agy.

Es folgt fiir alle « € L: A, = Ao, und somit ist A ein Element in 7z (AL-(I; U 1,)).

(b) Es sei jetzt F € Fi(l; U I5) ein Element, das wie ein irreduzibler Tensor
transformiert: fy,)(F) = e>"{*F fiir ein « € L. Es ist ein bekanntes Resultat (siehe
z.B. [BRA/ROB 79 II]), daB die Algebra F1(I; U I5)', als unter der Wirkung von T
invariante von Neumann-Algebra, von solchen Elementen erzeugt wird. Es sei p eine
in I lokalisierte Eins-Form mit supp(p) C I und f 32=p = o. Dann ist F'- ¢} ein unter
T invarianter Operator: F - é, € m(Fr(l U I5)). Mlt (a) erhalt man:

) F=¢mi(A), A€ A(LUL).

Die Behauptung folgt nun aus der oben erwihnten Tatsache, daB die Operatoren F
die Algebra Fi(I; U I5) erzeugen. m]
Wieder kann man das Ergebnis so interpretieren, daf die Kommutante .7"[,(11 U L)
von Feldern erzeugt wird, die in der Komponente I, des Komplementes eine Ladung
erzeugen, in der anderen Komponente I, wieder vernichten: a

Korollar 4.5.3: Es sei ( € I; U I, beliebig, und:
Fi-(L U L) C B(MHy),

die von den Feldern ¢§2¢m, it supp(px) € Ii, und e, € L*, @, +a,, € L
erzeugte von Neumann Ag;ra. Dann gilt:

WL(fg.(Ig V] 14)) = }-L(Il V] 13)/. (448)
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Der Be/\y’eis dieser Aussage verlduft vollkommen analog zu Proposition 4.4.5. Weil die
Felder ¢,, o, € L*, supp(p) C I, U I, lokal relativ zu den Observablen sind, folgt:

TL(FRe(I U It)) C Fr(L U LY.
Die umgekehrte Inklusion gilt, weil man jeden Operator
e
C6om(W(f)), f€Si-(Iuly), supp(p) C Iy, @, € L,

schreiben kann als nwL(égzqgf,‘) (ap, + @, € L). o

gy



Kapitel 5

Modulare Theorie und lokalisierte
Connes-Kozykel

Die modulare (Tomita-Takesaki-) Theorie spielt eine herausragende Rolle in der al-
gebraischen Quantenfeldtheorie. Grundlegend fiir diese Einsicht waren die Arbeiten
von Bisognano und Wichmann [Bis/WIicH 75]. Dort wurden die modularen Gruppen
von Algebren zu raumartigen Keilgebieten mit Lorentz-Boosts entlang dieser Keile
(modifiziert um eine Drehung) identifiziert, die modularen Konjugationen als PCT-
Operator der Theorie (wiederum um eine Drehung modifiziert). Die modularen Ob-
jekte zu solchen Algebren wirken also geometrisch. Die geometrische Information, die
man so durch die algebraisch definierten modularen Objekte erhalt, wichst, wenn
man zu niedrigeren Raum-Zeit-Dimensionen iibergeht [BORCHERS 92]. Besonders in-
teressant ist der Fall chiraler Theorien auf S'. Hier 148t sich mit den Ergebnissen
aus [BORCHERS 92] zeigen, daB die gesamte Darstellung der Mobiusgruppe von den
modularen Gruppen der lokalen Algebren erzeugt wird. Umgekehrt lassen sich einfa-
che algebraische Bedingungen an ein Paar von von Neumann-Algebren angeben, so
daB diese ein konformes chirales Netz auf S! erzeugen (siche [WIESBROCK 93] und
[SCHROER 92]).

Ich méchte in diesem Kapitel die modulare Theorie in dem Modell der abelschen
Stromalgebren untersuchen. Dazu werde ich als erstes einen elementaren Beweis dafiir
angeben, daB die modulare Gruppe der Algebra des oberen Halbkreises mit der Unter-
gruppe von PSU(1,1) iibereinstimmt, die von den Dilatationen erzeugt wird. Danach
werde ich den von Wiesbrock in [WIESBROCK 94] entwickelten Ansatz aufgreifen und
die Superauswahlsekb’éren des Modelles durch Objekte der modularen Theorie, den
sogenannten Connes-Kozykeln, charakterisieren. Diese Objekte sind nichts anderes als
Ladungsverschieber, also Qperatoren, die in einem Gebiet eine Ladung erzeugen, in
einem anderen Gebiet wieder vernichten. Solche Objekte spielen in der gesamten Su-
perauswahlanalyse eine zentrale Rolle! [DHR 71, HAAG 92].

Im vorigen Kapitel tauchten solche Operatoren ebenfalls auf. Dort waren diese Operatoren fiir
die Verletzung der Dualitit verantwortlich.

59
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5.1 Die modularen Gruppen der lokalen Algebren

in der Vakuumdarstellung

Es sei J +— A(I) ein lokales, chirales und konform invariantes Netz von von Neumann-
Algebren auf S' mit Vakuumdarstellung (o, Ho) und Vakuumvektor 2 € Ho. Dann
gilt das folgende Theorem [BRU/Gul/Lo 93, FRG/GAB 92]:

Theorem 5.5.1: (i) Das Netz I +— A(I) erfillt Haag-Dualitit in der
Vakuumdarstellung, d.h. fiir 7€S? ist:

mo(A(D))’ = mo(A(I°)). (5.1)

(ii) Die modulare Gruppe der Algebra 7o(.A(I)) beziiglich des Zustandes 0
ist implementiert durch die Darstellung der Einparameteruntergruppe von
PSU(L,1), die die Endpunkte des Intervalles I als Fixpunkte hat.

Bemerkungen: (i) Der Beweis des Theorems benutzt wesentlich die Identifikation
der modularen Transformation der Algebra A(I) mit der geometrischen Inversion an
den Endpunkten des Intervalles I. Diese Identifikation erhilt man mit den Ergebnissen
von Borchers [BORCHERS 92], siehe z.B. [FRG/GAB 92].

(i) Die in dem Theorem unter (ii) angegebene Untergruppe ist durch die Be-
dingung, daB sie die zwei Endpunkte des Intervalles I als Fixpunkte hat, eindeutig
bestimmt. Im Falle daff das Intervall I der obere Halbkreis ist, ist die Gruppe genau
die Einparametergruppe der Dilatationen (4.22). Man iiberzeugt sich leicht, daf diese
Untergruppen die gesamte Mébiusgruppe erzeugen, wenn I iiber alle Intervalle von
S* variiert. Die modularen Gruppen der lokalen Algebren im Vakuumsektor erzeugen
also die Darstellung der Raum-Zeit-Transformationen vollstindig.

Um diese allgemeingiiltigen und abstrakten Ergebnisse zu illustrieren, méchte ich
ein Ergebnis dieses Theorems in dem vorliegenden konkreten Modell mit elementaren
Methoden beweisen: die Tatsache, daf die modulare Gruppe der Algebra zum oberen
Halbkreis durch die Dilatationsgruppe gegeben ist (fiir einen anderen elementaren
Beweis siehe auch [YNGVASON 94]). Ich fithre zunichst noch einige Bezeichnungen
ein. Sei 7o die Vakuumdarstellung der Stromalgebra U, sowie Ao(I) = mo(U(I)). Es
sei weiter M der obere Halbkreis:

M ¥ (2 € §'im(z) > 0}.

Den Vakuumzustand bezeichne ich mit wo: wo(A) = (2, AQ). Es sei A, die Einpara-
metergruppe der Dilatationen (siehe (4.22)) in PSU(1,1) und g — U(g) die unitire
Darstellung von PSU(1,1) in Ho. Die zu beweisende Aussage lautet:

Proposition 5.1.2: Die'modulare Gruppe o* von (Ag(M),wp) ist: o =
AdU (Ar). ’

Beweis: Es ist zu zeigen, daB die Einschrankung des Zustandes wo auf die Algebra
Ao(M) ein KMS-Zustand zur Gruppe AdU (A_,;) mit inverser Temperatur 8 = 1

~ ist. Nach Definition der Algebra Ao(M) und Ergebnissen der Theorie der von Neu-

mann Algebren [BRA/ROB 79 II], erzeugen die Operatoren W ( f), mit suppf C M,
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aber endliche Produkte und Linearkombinationen eine stark-* dichte Unteralgebra von

Ao(M). Daher reicht es, die KMS-Bedingung fiir Elemente der Form W (f) zu zeigen
Bra/RoB 79 II]. Die KMS-Bedingung lautet fiir solche Operatoren:

Fir alle Testfunktionen f und h mit Triger in M existiert eine Funktion
t — F(t), analytisch in dem Streifen S = {z € C|0 < Imz < 1} und stetig
auf dem Rand von S, so dafB gilt:
F(t) = (Q,AdU (A-x) (W(£))W(R)Q),
Flt+1) = (Q,W(h)AU (A-x) (W(£))Q).

Um dies zu zeigen, bemerke ich als erstes, daff die Einparametergruppe A_:, gegeben
durch

cosh(—nt)z 4 sinh(—nt)  cosh(wt)z — sinh(nt)
sinh(—7t)z 4 cosh(—7t) = —sinh(nt)z + cosh(rt)
folgende Eigenschaften hat:

1. Die Gruppe A_,; 18t den oberen Halbkreis M invariant.

2z A_p(2) =

2. Fir festes z € M ist die Abbildung: ¢ + A_z,z eine analytische Abbildung des
Streifens S in das Innere des Einheitskreises. -

3. Esgilt A_

iz =1
%,z—z.

Als zweites zeigt eine Standardrechnung, daB der Zustand wp folgende Faktorisierungs-
eigenschaft hat:
o (W(£)W () = wo (W(f)) wo (W (k) eU),

wobei wie im letzten Kapitel: (f,h) = X531 7(fn, hn)c, das innere Produkt in LV
bezeichnet. Setzt man noch &' & AdQ(U(A_n)) und fir t € R, fi(z) & f(A_s2), s0
ergibt sich:

wo (& (W(f)) W (h))

wo (5% (W(£))57% (W(h))
wo (5% (W())) wo (57% (W(h))) e‘<f§"h—§z>
wo (W(f)) wo (W(h)) e VE"-57), (5.2)

Hier folgen die erste und die dritte Gleicﬁung aus der Invarianz des Vakuums unter
der Gruppe U(A_r:), die zweite aus der oben angegebenen Faktorisierungseigenschaft.
Sei nun die Funktion G definiert durch:

G(t) = (fsuhogi), ter. (5.3)
Dann folgt aus der Definition des inneren Produktes:
G(t) = 3 n{fa(t), hn(~t))c, wo z.B. (5.4)
n>1
dz n—
h"(—t) = %h,;.r,(z)z 1

= d—zh(Z) (A_’z_"gl)n-l —dAd_fzz,

27t (5:5)
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und eine analoge Formel fiir f,(¢) gilt. Aus der zweiten der oben gemachten Bemer-
kungen und der Tatsache, daB der Triger von h in M liegt, sieht man, da8 fiir n > 1
die Funktion ¢ — h,(—t) eine analytische Fortsetzung in den Streifen S besitzt. D.h.
fir alle v € Vg ist ¢t = (v, ky(—t)) analytisch in § fiir n > 1. Aus der Antilinearitit des
inneren Produktes: (v, w) = (w,v), sieht man weiter, daB fiir » > 1 und alle v € Ve
auch die Abbildung ¢ — (f.(t),v) analytisch in S ist. Ein einfaches Argument zeigt,
daf dann auch jeder einzelne Summand in (5.4) eine analytische Funktion im Streifen
S ist. Die Gleichung (5.5) liefert folgende Abschiitzung fiir ha(—t),t € S:

dz dA_EtZ
— < —_— . . n—-1 | _"32'7
(=01 < [ Srleh(] IAogiap | 225
dA_.EgZ n-1 dz
< 2 . x —_— R .
- fgngl dz | (zsgnglA_7tzl) /Mz27riIZh(z)| (5.6)

Hierbei ist wieder |v| = |/(v,v), fiir v € V¢. AuBerdem iiberzeugt man sich, daf die
beiden Faktoren vor dem Integral tatsichlich beschriinkt sind. Aus der Definition von
A und dieser Abschitzung folgt dann:

1. Es existiert eine (von der Funktion h abhingende) Konstante C > 0 und eine
Funktion r(t): 0 < r(t) < 1,Vt € 5, mit |ha(—t)| < C-r(¢)*". Die Funktion r(t)
ist auf kompakten Teilmengen von S gleichmiBig durch eine Konstante r < 1
beschrankt.

2. Fiir t € R gilt: hn(—t — i) = h_p(—t) = hn(—1)".

Analoge Eigenschaften gelten auch fiir die Funktionen f(t), mit f,(t+i )= F-n(?).
Mit 1. kann man das WeierstraB-Theorem iiber die Konvergenz analytischer Funk-
tionen [AHLFORS 79] anwenden, und man sieht, daB G eine analytische Fortsetzung
nach S besitzt. Weiter folgt mit der Eigenschaft 2. und der Relation (v*, w*)e = (v, w),
v,w € Vg:

G(t + z) = Z n(fn(t)v h"(_t))c = E n<hn(_t)v fn(t»C = (h-%t, f-}t) .

n>1 n>1

Beachtet man, da8 die Exponentialfunktion -analytisch ist, so folgt die- gewiinschte
Analytizitait von F(t) im Streifen S. Die KMS-Bedingung folgt, indem man diese
Gleichung in (5.2) einsetzt und die Schritte in (5.2) riickwirts verfolgt (mit t — —1):

Ft+i) =wo (57 (WR) W(S)) = wo (W(R)* (W()))

a
Bemerkung: Der Beweis 138t sich fast wortwortlich fiir andere Intervalle I€S? iiber-
nehmen. An die Stelle der Dilatationsuntergruppe von PSU (1,1) tritt dann diejenige
Untergruppe, die die Endpunkte von I invariant 138t. Man erhilt so das Ergebnis von
Theorem 5.1.1 (ii).
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5.2 Superauswahlstruktur und lokalisierte
Connes-Kozykel

In Kapitel 4 habe ich gezeigt, daB Operatoren der Form

. s . dz dz
N v, ¥, mit supp(p;) C I;, LN I, =0 und /%pz = / 2 (5.7)

€me besondere Rolle bei der Verletzung der Haag-Dualitit spielen (siehe Proposition
4 4}. Diese Operatoren haben eine offensichtliche Interpretation als Ladungstranspor-
ter: Es sei a = %pg = 121_:&/’4 die Ladung der Operatoren ,,. Dann beschreibt der
Operator (5.7) die Erzeugung einer Ladung a im Gebiet I, und ihre Vernichtung im
Gebiet 1,. Dieser Operator transportiert also die Ladung o von dem Gebiet I, in das
Gebiet I,. Er ist insbesondere eine Observable, weil die Gesamtladung nicht gedndert
wird. Diese Observable ist jedoch im allgemeinen nicht in dem Gebiet I,UI, lokalisiert,
weil sie die Gesamtladung im Gebiet I; U I, mifit (siehe Relation (4.41)). Aus diesen
Diskussionen ist ersichtlich, daB solche Operatoren mit der Superauswahlstruktur des
betrachteten Modelles zusammenhingen. Ich will in dem vorliegenden Abschnitt disku-
Geren, wie man die Superauswahlsektoren einer abelschen Stromalgebra durch solche
ebservablen Objekte charakterisieren kann, ohne die Kenntnis der Felder ¥, oder der
lokalisierten Endomorphismen [DHR 71] vorauszusetzen. Ich benutze dabei spezielle
Operatoren der Form (5.7). Seien dazu u und i die Darstellungen der Mébiusgruppe
PSU(1,1) im Einteilchenraum und auf den lokalisierten Eins-Formen (siehe Kapitel 3).
Fir die Untergruppe der Dilatationen fiihre ich folgende Notation ein: d(t) & u(A_r)
und d(t) & #(A_z). Fiir die modulare Gruppe ¢! von Ao(M) gilt dann wie oben ge-
zeigt: o (W(f)) = W(d(t)f). Es sei I, = I C MCS" ein Intervall im oberen Halbkreis
M. das mit M keinen Endpunkt gemeinsam hat. Es wird sich herausstellen (siehe Glei-
chung (5.20)), daB die oben angefiihrten Operatoren fiir die Wahl p2 = p,supp(p) C I
and I, ¥ A, I y Pa = J(t)p, die sogenannten Connes-Kozykel der modularen Gruppen
von Ao([) beziiglich der Zusténde wp und w, = w0 7,1 sind.
Zunachst jedoch die Definition von Connes-Kozykeln, als Theorem formuliert:

Theorem 5.2.1: (Connes [CONNES 73]) Es sei A eine von Neumann- -
Algebra, w; und w, zwei treue Zustinde auf A. Die modularen Gruppen
von A beziiglich dieser Zustéinde seien o, und at,. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Abbildung u, = [Dw; : Duwr); von R in die Gruppe
der unitéren Operatoren von A, die die folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) Utys = utail (U‘,).
(i) of,(A) = wat, (A)u; VA € A.
(iii) Fir jedes A € A existiert eine in dem Streifen § analytische Funktion
F mit:

F(t) = wy(wA), F(t+1i)=w(Au)(t €R). (5.8)

Die Familie u,, ¢ € R, heiBt Connes-Kozykel (von (A, wq,w;)).

Um den Zusammenhang mit Ladungstransportern zu verdeutlichen, sei v ein Auto-
morphismus von A, w; = w ein treuer Zustand und ws f o 771, dann gilt:
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Lemma 5.2.2: Der Kozykel [Dwoy™! : Dw], = uy(y) ist vollstindig durch
die folgenden Bedingungen bestimmt:

(1) weas(7) = ue(y)of,(us(7)).

(i) Fir alle A € A ist:

1(0%(A4)) = u()al, (v(A)u; (7). (5.9)

Beweis: Ich zeige als erstes, daB die modulare Gruppe von (A,w 0 y71) durch die
Abbildung &: t — v o ot 04! gegeben ist. Schreibt man: ot = ol, dann gilt fiir
A, B € Agilt: :

F)¥ woy (4(A)B) =w (@ () (®). (5.10)

Weil v ein Automorphismus der Algebra ist, sind y~(A) und 4~1(B) wohldefinierte
Elemente von A. Man kann also die KMS-Bedingung fiir die Gruppe ¢! und den
Zustand w anwenden. Diese besagt, daB die Funktion F eine eindeutige analytische
Fortsetzung nach S besitzt mit i

F(t+i)=w (1 (B)o'(y7(4))) =wory (B#'(4)). - (511)

Das ist aber die KMS-Bedingung fiir die Gruppe &* beziiglich des Zustandes w o y~1.
Somit ist 5* tatsichlich die gewiinschte modulare Gruppe, und die Bedingung (ii) des
Lemmas stimmt mit der Bedingung (ii) des Kozykel-Theorems iiberein. Die Analyti-
zitdtsbedingung (5.8) folgt dann aus Gleichung (5.11). o

Es sei nun A = A(M) die lokale Algebra zum oberen Halbkreis, I C M ein Intervall,
das mit M keinen Endpunkt gemeinsam hat. Es sei 7 ein Automorphismus von A(M),
lokalisiert in dem Intervall J. Betrachtet man v als Automorphismus in einem gelade-
nen Sektor der Theorie, so sagt Gleichung (5.9), daf dieser Sektor kovariant unter der
Dilatationsgruppe ist. Weiterhin folgt aus dieser Gleichung, daB der Automorphismus
ol 05005 in A_xI lokalisiert und iquivalent zu 7 ist:

o, (1(05(A) = u (1) y(A)ue().

Diese Gleichung zeigt, daB u,(y) ein Ladungstransporter ist: uy(7) transportiert die
von 7 in I erzeugte Ladung in das Gebiet A,,I. Weiter zeigt sie, daB wenn A in einem
Intervall J lokalisiert ist, welches wiederum keine Endpunkte mit M gemeinsam hat,
fiir hinreichend groe ¢ (namlich so groB, daB A_..J N I = B) gilt:

ur(MY(A)ue7) = 0., (1(07(4))) = A = 7(A) = u(7) Aus(7)". (5.12)

Fiir hinreichend groBe ¢ implementiert u;(y) den Automorphismus. Dies zeigt, daf viele
Eigenschaften des Automorphismus v mit Hilfe des Kozykels us(7y) studiert werden
konnen [GUI/LON 92]. Der Ansatz von [WIESBROCK 93] ist es, den umgekehrten Weg
einzuschlagen: Welche Bedingungen mu8 man an einen Connes-Kozykel (einer lokalen
Algebra) stellen, damit dieser einen Sektor der universellen Algebra beschreibt? Ich
gebe diese Bedingungen in der folgenden Definition an [WIESBROCK 93]:
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Definition 5.2.3: Es sei I — A(I) ein chirales Netz von von Neumann-
Algebren in der Vakuumdarstellung. Ich bezeichne mit M den oberen Halb-
kreis und mit / C M ein Intervall, das mit M keinen Endpunkt gemeinsam
hat. Es sei o' die modulare Gruppe von (A(M),w). Eine Einparameterfa-
milie unitdrer Operatoren u; C A(M), t € R, heiit lokalisierter Kozykel,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) ue ist ein Connes-Kozykel beziiglich o*, d.h. fiir alle ¢,s € R,
ist: Upps = uot(us).

(ii) u. ist lokalisiert in dem Sinne, daB es ein Intervall I C M gibt,
das mit M keinen Endpunkt gemeinsam hat, so daB u, € A([)
ist, wenn nur |¢| hinreichend Klein ist.

(iii) Die adjungierte Wirkung von u; auf A(I) ist dieselbe wie
die adjungierte Wirkung von u*,, wenn nur ¢ hinreichend gro8
ist. Das heift fiir grofle ¢ ist uu*, € A(I)".

Es sei jetzt U die Stromalgebra mit Vakuumzustand wo(:) = (€2,-Q) und Ao(M) =
zo(U(M)), die Algebra des oberen Halbkreises in der Vakuumdarstellung. Ich will
zunichst zeigen, wie man den zu einem lokalisierten Automorphismus auf Ao(M)
gehorenden Connes-Kozykel ausrechnet [SCHROER 92, WIESBROCK 94].

Proposntlon 5.2.4: Es sei p eine in I lokalisierte Eins-Form auf S! und
&p = d(t)p —p. Esgilt [ 2,"6‘/)(2) Ound supp(&tp) C M, Vt. Es sei 6,/) die
eindeutig bestimmte Funktion in LV mit supp(&tp) C M und £ 3 6tp(z)

16:p(2). Der Connes-Kozykel beziiglich der Zustande wo und w,, M oo !
auf Ao(M) ist gegeben durch:

u(p) &f [Dw, : Dwp); = eé;”[a’]W(g,\p). (5.13)
Beweis: Ich zeige, daB die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:
(i) Fir f € LV mit Trager in M gilt:

% ("W (£))) = ulp)o* (1 (W(f))) uelp)"-
(i) ue(p) erfiillt die Kozykel-Relation:

uets(p) = urlp)o(us(p))-

Mit den oben gemachten Bemerkungen folgt dann die Aussage. Um (i) zu zeigen,
rechnet man nach:

Aduq(p) (o (1 (W (1))

AdW (&p) (<™W (d(1) 1)
- e""me"‘(g‘;"’(‘mW(d(t) f)
einld(')I]W( d@t)f)

= % (W),
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woraus die Behauptung folgt. Hierbei habe ich benutzt, daf:

A(p,d(t)f)

[ Z-i(dtrs)

—ipld(t)f] + / ( ) {(p(Anez), f(A—re2))
i (olf] - pld(t)f]) - o (5.14)

Um (n) zu zeigen, bemerkt man als erstes, da die Abblldung t s &,p ein d(t)-Kozykel
ist, d.h.

dA_ﬂ-tZ

I

5,5.,.,,0 = d(t)&sp + 6:p.

Diese Gleichung gilt, weil fiir festes ¢ und s beide Seiten dieselbe Ableitung nach z
besitzen. Sie haben auBerdem beide Trager in M (nach Definition), und sie stimmen
bei ¢ = 0 fiir alle s {iberein. Daraus folgt die Gleichheit. Es sei nun

a; d_ef e ,[&P]

Dann gilt:

“t+s(P) = at+sW(5t+sP)
= auee” HUOREIW G0 W (d(1)50)
= o HEOREW ()0t (W(Ep))

= ausojale HEOTEIL ()0t (u,(p)).

Weiterhin folgt aus (5.14):

1 — 7 — 1~
—'EA(d(t)ést bip) = ——2-p[d(t)6,p] + 5/’[&/’]7

und man erhilt die Behauptung mit:

L (ol6rar) — o) — o157 I
5 (lBcap] = olBerl = pl6p) = Spld(15,8] ~ 5ol607)
= at+,a:a:e'%A(d(;)@,s"}) = 1

[m]

Dies zeigt, daB man den zu einem lokalisierten Automorphismus gehérenden Connes-
Kozykel mit elementaren Methoden berechnen kann. Ich will nun umgekehrt alle lo- §
kalisierten Kozykel bestimmen, die die spezielle Form u; = o;W(f;) haben, wobei f,

Elemente in LV sind und die oy komplexe Phasen vom Betrag Eins. Es ist nun nicht
mehr Giberraschend, dafl der allgemeine lokalisierte Kozykel genau die Form (5.13) hat.

Proposition 5.2.4: Der allgemeinste lokalisierte Kozykel der Form u; =
a:W(f,) ist durch Gleichung (5.13) gegeben, wobei p eine beliebige, in
I C M lokalisierte Eins-Form ist.
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Beweis: Um die Proposition zu beweisen, habe ich die Funktionen fi und die Phasen
@ (t € R) zu berechnen. Da Trégereigenschaften der Funktionen f; nur bis auf Kon-
stamten eindeutig sind (ich arbeite in der Vakuumdarstellung), werde ich zunichst die
Fenktionen g;(z) & % fi(2) bestimmen. Die Kozykel-Bedingung an u, zeigt, da8 fiir
1 € R die Funktion g; Tréger in M hat und die Bedingung

Giys = g¢ + d(t)gs t,sER ) (5.15)

efilit. Die zweite Relation in der Definition lokalisierter Kozykel besagt, daf fiir kleine
itl- ¢: sogar Tréager in I hat. Es sei nun s so klein, da$ g, Tréger in I hat, ¢ so groB, daB
A_IN1 =0 ist. (Solche t existieren, weil  nach der Voraussetzung an lokalisierte
Kozykel keinen Endpunkt mit M gemeinsam hat.) Dann hat die Funktion J(t)g, Trager
m A_.J, und Gleichung (5.15) besagt, da8 sich die Funkionen gy, und g, nur um eine
Funktion unterscheiden, die in I identisch verschwindet. Bezeichnet man mit xr die
charakteristische Funktion des Intervalles I, so sieht man aus diesen Argumenten, daf
» =4 lim; .o X19: existiert, und man {iberzeugt sich, daf p eine glatte Funktion ist.
Multipliziert man Gleichung (5.15) mit x;, so erhilt man:

X19t+s = X19¢ + X14(t)gs = X19¢ + d(t)XArc1Gs- (5.16)
2

In der Definition von p kann im iibrigen das Intervall I durch eine hinreichend kleine
Umgebung desselben ersetzt werden. Ist [ eine solche Umgebung und ¢ so klein, daf§
I auch in A.] enthalten ist (das ist wegen der Stetigkeit der Wirkung von PSU (1,1)
auf S méglich), so folgt aus Gleichung (5.16) fiir hinreichend groBe s:

pP=gi+ J(t)p bzw. g, =p—d(t)p fir kleine t. (5.17)

Man sieht also, daB die Funktionen g, in einer kleinen Umgebung von ¢ = 0 durch die
(in I) lokalisierte Eins-Form bestimmt sind. Die Kozykelbedingung (5.15) bestimmt
die Funktionen g, dann aber fiir alle t € R eindeutig. Wie oben bereits bemerkt,
gilt fir alle ¢ f &gt = 0, so daf eindeutig bestimmte Funktionen &,;p existieren mit
%@(z) = i6;p(2). Die Phasen o ergeben sich wie in der vorhergehenden Proposition
eindeutig aus der Kozykelrelation, was die Behauptung beweist. _ o

Die Propositionen zeigen, daB die Einschrinkung eines lokalisierten und kovarian-
ten Automorphismus auf die Algebra des oberen Halbkreises vollstindig durch einen
lokalisierten Connes-Kozykel u, bestimmt ist. Es bleibt zu diskutieren, inwiefern die
Einschrénkung eines solchen Automorphismus auf die Algebra Ag(M) in kanonischer
Weise einen Sektor des Netzes (bzw. der universellen Algebra) bestimmt, und wie man
diesen wiederum durch den Kozykel in Ao(M) charakterisieren kann. Eine unter sehr
allgemeinen technischen Voraussetzungen an das Netz giiltige Antwort auf die zweite
Frage konnte in [WIESBROCK 93] gegeben werden. Die Quintessenz, angewandt auf
unser Modell, ist, da8l u, auf jeder lokalen Algebra Ao(I) mit I C M einen Automor-
phismus definiert, durch 7,(W(f)) = limy—co u;(0)W(f)us(p)*. Man zeigt noch, daB
die so definierten Automorphismen lokal kovariant unter den modularen Gruppen von
(Ao(I),w) (I C M) sind. Damit—die modularen Gruppen dieser Algebren erzeugen
die Vakuumdarstellung von PSU(1,1)—kann man einen kovarianten Automorphismus
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des gesamten Netzes durch kovariante Fortsetzung der Einschrinkung des Automor-
phismus auf eine (beliebige) lokale Unteralgebra Ao(I ) (I C M) definieren. Die tech-
nischen Details dieser Vorgehensweise sind in [WIESBROCK 93] zu finden. Ich werde
sie deshalb hier nicht fir unser Modell demonstrieren. Stattdessen méchte ich hier
nur skizzieren, wie die Kozykel der lokalisierten Automorphismen v, zu einer projek-
tiven Darstellung U, der Mabiusgruppe PSU(1,1) in H, fithren [STASZKIEWICZ 94].

Dazu bemerkt man als erstes, daB die modularen Gruppen der lokalen Algebren die

Darstellung U der Mébiusgruppe im Vakuumhilbertraum erzeugen (Theorem 5.1.1 (ii)
und die nachfolgende Bemerkung (ii)). Berechnet man, vollkommen analog zur Vor-
gehensweise beim Beweis von Proposition 5.2.3 den Connes-Kozykel zu einer Algebra
Ao(I), I€S?, so sieht man daB dieser bis auf eine unwesentliche Phase durch Weyl-
Operatoren W(m) gegeben ist. Hierbei ist ¢ — g7(t) die Einparameteruntergruppe
von PSU(1,1), die die Endpunkte von I festlit (eindeutig) und 6’9; ist eine Stamm-
funktion von i[i(gr(t))(p) — p]. Mit der eben gemachten Bemerkung sieht man leicht
ein, da8 die Operatoren:

V(g(t)) = mo(W(5,i9))A¥, ISt

(Ay st der modulare Operator des Paares (Ao(I), ) tatsichlich eine projektive Dar- -
/

stellung g +— V(g) erzeugen und der Automorphismus 7, kovariant ist:

%(U(9)AU*(9)) = V(g9)1a(A)V*(g), A€ Ao(I), IcS .

5.3 Lokalisierte Kozykel und
lokale Erweiterungen

Ich will in diesem Abschnitt zeigen, wie man die Superauswahlstruktur lokaler Erweite-
rungen der Stromalgebra &/ mit Hilfe lokalisierter Kozykel diskutieren kann. Zunichst
werde ich eine fiir das weitere wichtige Formel beweisen:

Lemma 5.3.1: Es seien p; und p, in M lokalisierte Eins-Formen. 7 sei die
schiefsymmetrische Form (3.8) (mit dem Schnitt des Logarithmus in der
unteren Halbebene, ¢ € M¢). Dann gilt:

—ip1[bipa] = T(pr,d(t)p2) — T (p1, p2). (5.18)

Beweis: Aus der Bilinearitat von 7 und der Definition von b:p folgt fiir die rechte
Seite von (5.18):

T(p1,d(t)p2) — T(p1, p2) = T(p1, bep2).
Mit der Definition von T, Gleichung (3.8) und der Definition (3.7) folgt, wenn man
den Schnitt der Logarithmusfunktion in der unteren Halbebene nimmt (¢ € M®):

T(p1,d()p2) = T(p1,p2) = T(ps,61p2)
— d
—A(p1, b¢p2) —/—2;(0‘1,5:/’2)1“((2)

dz . — dz 1 ,\
—/'27r—il(ﬂly5tpz) +/§-7;;2;(011,6t/)2)

Il
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dz
- /%(01,&/’2)]“((2)
= —ip [5tl’2]~

Hberbei habe ich in der letzten Gleichung eine partielle Integration durchgefiihrt, was
gerechtfertigt ist, weil ¢ im unteren Halbkreis liegt, der Triger von &;p, jedoch im
oberen Halbkreis. o

Ich mdchte eine erste Konsequenz aus dieser Formel ableiten.

Proposition 5.3.2: Es sei p eine in 1 ¢ M lokalisierte Eins-Form mit
£ = o. Es sei u4(p) ein lokalisierter Kozykel wie in Gleichung (5.13).
Dann gilt: :

o % Jim (wlp)ue(p)ua(p) uilp)) = ). (5.19)

Beweis: Mit Hilfe der Formel (5.13) und den Weylrelationen rechnet man folgende
Gleichung nach. .
us(p)u—t(p)ue(p) u-o(p)" = 0-toérr], h

Benutzt man wieder die Definition von 6:p, so sieht man, weil d(—t)p Trager in Agd
hat und fiir grofe t A, 1N supp(g;;) = { ist, daB die Phase auf der rechten Seite gleich
e#¥+] ist. Nun ist d(t)p in A_r(I) lokalisiert, und das ist, wiederum fiir geniigend
groBe ¢, disjunkt zu 1. Mit der Formel (3.9) und dem Lemma (Gleichung (5.18)) hat
man also fiir grofle ¢: —z'p[g,;] =T(p, J(t)p) = —in{a,a), und die Behauptung folgt.O

Die Interpretation der Formelin dieser Proposition ist, da$ ¢, der Statistik-Operator
des lokalisierten Automorphismus %o ist. Fiir groBe ¢ hat man namlich nach den obigen
Diskussionen:

us(p)u-e(p)ue(p) u-e(p)" = Yo(u—e(p))u-s(p)".

u_(p) ist aber, wie oben bemerkt, ein Ladungstransporter, der die Ladung von e
aus dem Intervall I in das Intervall A_,,J transportiert. Nach allgemeinen Resultaten
der Theorie der Superauswahlsektoren ist dann €, tatsichlich der Statistikoperator
[DHR 71] (siehe auch [WIESBROCK 93]). Man bemerkt auch, daf diese Proposition
konsistent mit den Vertauschungsrelationen der geladenen Feldoperatoren (3.11) ist.

Bevor ich die Superauswahlstruktur lokaler Erweiterungen der Stromalgebra ¢/ mit
Hilfe lokalisierter Kozykel diskutiere, méchte ich noch zeigen, wie man die modularen
Gruppen lokaler Erweiterungen berechnen kann. Sei dazu p wieder eine lokalisierte
Eins-Form, und die Feldoperatoren ¥$ und 4, seien wie im zweiten Kapitel definiert
(siehe Formel (3.10), (3.17)). Man iberzeugt sich dann mit Hilfe der dort angegebenen
Gleichungen und Gleichung (5.13), da8 z.B. gilt:

b = Soue(p)- (5.20)

Damit beweist man die folgende Proposition.
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Proposition 5.3.3: Es sei L ein integrales, gerades Gitter in V. Es sei
I = Fi(I) eine lokale Erweiterung der Stromalgebra U, wie im dritten
Kapitel diskutiert. wy sei der Vakuumzustand, w(’)=(9,-9), Qe H, C
Hy. Dann ist die Wirkung der der modulare Gruppe von (AL(M),wp) auf
den Erzeugenden von F7(M) gegeben durch:

"at(‘f"ﬂ) = ¢’d'(c)p = $ou(p). (5.21)

Beweis: Um die Behauptupg zu beweisen, seien p und p zwei in M lokalisierte Eins-
Formen. Es ist zu zeigen, dZ:B die Funktion F:

F(t) = wo(d,us(p)4;), teR (5.22)
die KMS-Bedingung erfiillt. Wegen wo(¢,) = 0, falls .ﬁ;p # 0, ist es keine Ein-
schrinkung, wenn die Ladungen der Felder 5, und 4, gleich sind: [ £, = &), €

L. Es ergibt sich
F(t) = o (4pu(0)85,) = wo (8, (uelpr)85,80) 65, -

Nun ist u(p1)4},6,, wegen der Gleichheit der Ladungen ein Element in 7z (i) und -
lokalisiert in M. Es folgt, mit Ad(¢,,) = Tt

F(t) = wo o7, (ue(o1)8,45,) -

Dann sagt aber das Theorem von Connes iiber unitire Kozykel, da$§ die Funktion F
eine analytische Fortsetzung in den Streifen S besitzt mit:

F(t+i) = wo (¢5,80u(p) = wo (85, 8 telpn))

Das ist aber gerade die KMS-Bedingung fir den Zustand wo auf Fr(M), und die
Behauptung ist bewiesen. O
Dieses Resultat ist natiirlich bekannt [WASSERMANN 89][FR /GAB 92].

Ich méchte nun diskutieren, wie man die Superauswahlstruktur einer lokalen Erwei-
terung der Stromalgebra an den lokalisierten Kozykeln wiedererkennt. Dazu bestimme
ich den allgemeinsten, in I C M lokalisierten Kozykel der lokalen Erweiterung Fy,(M )
von U(M).

Proposition 5.3.4: Es sei u(p) wie in (5.13) ein in I ¢ M lokalisierter

Kozykel von mo(U(M)). Dann ist mr(us(p)) ein in I C M lokalisierter

Kozykel von FL(M) genau'dann, wenn [ 2 p ¢ L* ist. Zwei solche Kozykel

mit Eins-Formen p; und P2 sind dquivalent, wenn [ %pl —[&p, € List.
Beweis: Ich unterdriicke im folgenden die Darstellung 7 und schreibe us(p) statt
71 (us(p)). Ich habe zunéchst zu zeigen, da8 u(p) die Bedingungen (Definition 5.2.3 (i)-
(iii)) an einen lokalisierten Kozykel genau dann erfiillt, wenn [ f—:'.p € L* ist. Als erstes
bemerkt man, daB die Bedingungen (i) und (ii) trivialerweise erfiillt sind: Die Kozykel-
Bedingung (i) folgt aus der vorangehenden Diskussion der modularen Gruppen von
F1(M); die Lokalisierungsbedingung fordert, daB der Tréger von pin I C M liegt. Die

Bedingung (iii) stellt nun eine weitere, nichttriviale Bedingung an p. Sei p so, da8 fiir
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groBe t u,(p)u_.(p)” € FL(I)' ist. Insbesondere mus8 fiir eine in I lokalisierte Eins-Form
#. mit f%ﬁ € L gelten:

ui(p)u—s(p)"d5 = dsus(p)u-t(p)"
Man berechnet:

w(pfuvp)bs = dpulp)u tlp)ds
515(ui(p) u—e(p))

/ = AR () u(p).

I

Den Phasenfaktor in der letzten Zeile kann man nun wieder mit den Gleichungen (5.18)
und (3.9) berechnen. Es ist:

~ip[6:0) + iAl6_ep) = T (B, d(t)p) — T (d(~1)5, p). (5.23)

Fiir grofie ¢t sind die Trager der in den Termen auf der rechten Seite auftauchenden
lokalisierten Eins-Formen disjunkt. Mit der Formel supp(d(t)p) = A_rsupp(p) sieht
man, dafl man von supp(p;) startend in der mathematisch positiven Richtung nach
supp(d(t)p;) gelangt, ohne den Punkt ¢ € M° zu durchlaufen. Lemma 3.1.2 in Kapitel
3 zeigt, daB der erste Term der rechten Seite einen Beitrag —im(a, &) liefert. Analog
sieht man, da8 der zweite Term denselben Beitrag liefert, weil die Lokalisierungsge-
biete vertauscht sind. Es folgt also, da der gesuchte Phasenfaktor gleich e=27#)
ist. Wenn dieser Phasenfaktor aber fiir alle « € L wie verlangt eins sein soll, dann
mufl & in dem dualen Gitter L* liegen. Damit ist die erste Aussage der Proposition
gezeigt. Um zu zeigen, da lokalisierte Kozykel, deren Ladungen in derselben Aquiva-
lenzklasse in L*/L liegen, dquivalent (als Kozykel) sind, reicht es zu zeigen, daf§ fiir

& p € L, uy(p) gilt: ue(p) = u*ot(u), fiir ein u € AL(M). Dies folgt aber aus (5.21).0
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Kapitel 6
Casimir-Felder in der algebraischen

QFT

Im dritten Kapitel wurde gezeigt, wie man lokale Erweiterungen durch integrale, gera-
de Gitter charakterisieren kann. Es stellte sich heraus, daf in der Vakuumdarstellung
dieser Erweiterung, die zu L duale Gruppe V/L* in einer kanonischen Weise operiert.
Das Zentrum der universellen Algebra Fy, ist isomorph zur Gruppenalgebra der endli-

chen, abelschen Gruppe L*/L und wirkt in dieser Darstellung trivial. Man erhilt also

auch in kanonischer Weise eine Darstellung der kompakten Gruppe T = V/L. Diese
Wirkung ist lokal, d.h. sie 1a8t die lokalen Algebren! Fi(I)" invariant. Die lokalen,
unter dieser Wirkung invarianten Unteralgebren, 7 (I) C Fr(I)" sind gegeben durch
71 (U(I))", wobei ny, die Einschrankung der Vakuumdarstellung auf die Stromalgebra
ist.

Unter diesen Erweiterungen gibt es solche, in denen eine projektive Darstellung
einer Loopgruppe operiert. Genauer gesagt sind dies diejenigen Erweiterungen, in de-
nen das Gitter L, Wurzelgitter (bzw. Kowurzelgitter) der einfach zusammenhingen-
den Lie-Gruppe vom Typ A, D oder E ist. Die lokalen Algebren Fy(I) konnten mit
den von Neumann-Algebren identifiziert werden, die von Loops in G erzeugt wer-
den, welche auBerhalb des Intervalles I gleich der Identitit sind. In diesem Fall ist T
ein maximaler Torus von G, der durch die Darstellung der konstanten Loops wirkt.
Tatsachlich operiert dann die gesamte kompakte Lie-Gruppe G in der Vakuumdarstel-
lung, und auch diese Wirkung ist lokal. Aus der Inklusion T C G und der Gleichheit
FL(I) = mi(U(I))" erhilt man fir die Algebren der unter G invarianten Operatoren:

FEc wL_(u(I))". . (6.1)

Ziel wird es sein, diese Algebren der G-invarianten lokalen Operatoren genauer zu
beschreiben. Ich werde zeigen, daf diese Algebren von Casimir-Feldern, wie sie in
[BAI/BOU/ScH/SUR 88] eingefithrt wurden, erzeugt werden. Betrachtet man das
Netz F,, als “Feldalgebra” iiber der “Observablenalgebra” F§, so zeigt dieses Re-
sultat, daB die Observablenalgebra von lokalen Feldern erzeugt wird. Somit kdnnen in
diesen Modellen Fragen beantwortet werden, wie sie bereits in den sechziger Jahren
diskutiert wurden [LAN/SCHR 67]. Die Methoden, die hier benutzt werden, sind je-
doch vollkommen verschieden. Sie sind die gleichen, die auch von Rehren [REHREN 94]

!Ich identifiziere die lokalen Algebren () mit ihrer Vakuumdarstellung.

72
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benutzt wurden, um zu zeigen, da$ die Invarianten der von SU (2)-Strémen erzeugten
Feldalgebra unter der Wirkung von SU (2) als Eichgruppe (1. Art), vom Sugawara-
Energie-Impuls-Tensor erzeugt werden. Tatsichlich kann man die hier erzielten Er-

gebnisse als natiirliche Verallgemeinerung dieser Arbeit ansehen.
\

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert.flch beginne mit einigen notwendigen Prali-
minarien aus der Theorie einfacher, kompakter Lie-Algebren. Danach werde ich in
einem Exkurs das normalgeordnete Produkt lokaler Felder einfiihren. Die Casimir-
Felder werden als normalgeordnete Polynome in den Stromfeldern definiert. Ich zitiere
dann ein Theorem von Thierry-Mieg [THIERRY-MIEG 88], welches die Casimir-Felder
als normalgeordnete Polynome der Stromfelder im Fock-Raum ausdriickt. Man kann
dieses Theorem als eine “Koordinatisierung” der Inklusion (6.1) ansehen. Mit diesem
Ergebnis folgt dann, daB die.Casimir-Felder tatsichlich lokale Algebren erzeugen und
ich werde andeuten, wie man dieses Resultat erhalten kann. Mit Hilfe eines Theorems
von Takesaki, der Reeh-Schlieder-Eigenschaft fiir dieses lokale Netz auf S? und einem
elementaren kombinatorischen Lemma, das-in Analogie zu [SEGAL 81, Prop. (6.3)]
bewiesen wird, zeige ich im darauffolgenden Abschnitt, daf dieses Netz wirklich das
gesamte invariante Unternetz von ¥y, ist. Mit einigen Folgerungen und Anmerkungen
werde ich das Kapitel beschlieSen. -

Préiliminarien aus der Theorie der Lie Algebren. (Fir die Details verweise ich
auf die Lehrbiicher [HUMPHREYS 72] und [CARTER 72]). Es sei G eine Lie-Gruppe
mit Lie-Algebra g. Ich wahle ein fir allemal eine maximal abelsche Unteralgebra
b C ¢ (Cartan-Unteralgebra). Der Dualraum (Raum aller Linearformen) von § sei
b*. Die Wurzeln o € §* sind die Gewichte der adjungierten Darstellung von G. Es
sei n & dim(h) = rkg, der Rang von g und o4,...,a, einfache Wurzeln von g. Das
innere Produkt auf § bezeichne ich, abweichend von der Standard-Nomenklatur, aber
konsistent mit der Notation in Kapitel 3, durch (-,-). Ich mache fiir das weitere die
Annahme, daf alle Wurzeln gleiche Lange haben, (@i, 05) = 2, so daB G vom Typ
A-D-E ist. Eine Wurzel heifit positiv: a > 0, wenn a = ¥, k;e;, wobei die k; nichtne-
gative ganze Zahlen sind und mindestens ein k; # 0 ist. Ist o eine positive Wurzel, so
definiere ich hte: % > ki

In Anlehnung an Kapitel 3 bezeichne ich das Warzelgitter mit L, das duale Gitter,
welches von den fundamentalen Gewichten erzeugt wird mit L*. Der Weyl-Vektor ist
definiert als p = %E‘»o a € L*. Das Skalarprodukt von p mit den einfachen Wurzeln
ist {@,p) = 1. Mit der Basis \; von L* ({(M;@;) = &) ist p = ¥; Ai. Ich betrachte
im folgenden hiufig eine orthonormale Basis von g beziiglich der Cartan-Killing-Form
auf g. Die Basisvektoren bezeichne ich dann mit I%, (a = 1,...,dim(G)). Ich wihle
diese Basis weiterhin so, daf die ersten n Basiselemente: I* (k= 1,...,n), eine
orthonormale Basis von § bilden.

Es sei 2(g) die universell Einhiillende von g. Die adjungierte Wirkung von g auf g:

g9 +— ad
ady(z) = [g,4],

besitzt eine eindeutige Fortsetzung als Derivation nach 2(g). Es sei Z C 2(g) die unter
dieser Wirkung von g invariante Unteralgebra von 2(g). Die Elemente von Z heifien
Casimir-Operatoren. Es ist bekannt, daB Z das Zentrum von 2(g) ist.
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Obwohl es die Casimir-Operatoren sind, die in den Anwendungen auftreten, ist
es manchmal niitzlich mit invarianten Polynomen auf der Lie-Algebra zu rechnen.
Sei dazu § der Dualraum von g, d.h., der Raum der linearen Funktionen auf g. Die
Lie-Algebra g besitzt in natiirlicher Weise eine Darstellung ad auf §:

-

\

- .;c\{zf(y) = f(—[$, y])

Es sei P(g) g 5(8), die Polynomalgebra iiber g, das ist die symmetrische Tensoralgebra
iiber §. Die Darstellung ad 18t sich eindeutig als Derivation auf P(g) fortsetzen. Es
sei P(g) die unter ad invariante Unteralgebra von P(g).

Theorem 6.0.1: (a) P§(g) wird von endlich vielen homogenen Polynomen
erzeugt. .

(b) Es gibt einen, den Grad erhaltenden Vektorraumisomorphismus zwi-
schen Pg(g) und Z.

\
Der Grad in Z ist hierbei der Grad als Element der universell Einhiillenden U(g).
Beweise dieser Aussagen lassen sich in [HUMPHREYS 72] finden.

Der in (b) erwihnte Isomorphismus 1a8t sich explizit angeben. Es sei fir z =

Y z.1° € g, C ein invariantes Polynom auf g:
C= ta1...akzal c Loy,

dann ist C = tay..axl® -+ - I* ein Element in Z. (Hier und im folgenden nehme ich
an, daB die Tensoren t,, ..., vollstindig symmetrisch und spurfrei sind; iiber doppelt
auftretende Lie-Algebrenindizes wird summiert.)

Schrankt man ein unter der Wirkung von G invariantes Polynom (' auf g, auf den
Unterraum h C g ein, so erhélt man ein unter der Weyl-Gruppe W von G invariantes
Polynom C auf §:

cHal,
Es gilt das folgende fundamentale Resultat (siehe [HUMPHREYS 72]).

Theorem 6.0.2: Die Einschriankungsabbildung € + C, definiert einen
graderhaltenden Isomorphismus zwischen der Algebra der W-invarianten
Polynome auf  und der Algebra der G-invarianten Polynome auf g.

.

Die Algebra der W-invarianten Polynome auf p erfiillt eine Reihe von Eigenschaften, die
ich als Theorem zusammenfasse. Der Beweis dieser Aussagen ist z.B. in [CARTER 72]
nachzulesen.

Theorem 6.0.3: (a) Die Algebra der W-invarianten Polynome auf  wird
von n (n = rkg = dimb) algebraisch unabhingigen Polynomen C?,...,C"
erzeugt. ‘

(b) Die Matrix
der OC'

(l,‘j(.’tl,...,x,.) = E—(IIII'{-'{‘JL},I")
J
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ist invertierbar innerhalb der fundamentalen Weyl-Kammer. Bezeichnet
also z den Vektor mit Komponenten z,,...,z,, so ist die obige Matrix
invertierbar, falls (z,e;) >0} (Vi =1,...,n).

(c) Es sei fiir k = 1,...,n, d; der Grad von C*. Die Zahlen e -1
heifen Ezponenten der Lie-Algebra g. Seien die Zahlen k; definiert als die
Anzahl der positiven Wurzeln a, mit hta = ¢. Dannist: n = ky > k; > ...,
und die ¢; erfiillen: e; = #{j|k; > ¢}.

Ich bezeichne im folgenden die Koeffizienten der C* (in der oben angegebenen Basis)
mit t¥ die der C¥, mit . Bs ist also

t]...id* ’ ay--ag;

CHay '+ ...t an - I") =t 20y o2y, und C¥ =0, I% - 1%

i1.nidy ay...aq,

Teil (c) des Theorems 138t sich auch so formulieren: Die k; bilden eine Partition von n
in nichtnegative ganze Zahlen und die e; entsprechen der dualen Partition. Als Korollar
aus dieser Bemerkung erhilt man folgende kombinatorische Formel:

n e

[0 - ¢ =TT0 - = [ [T - ) ©62)

a>0 >0 i=1k=1

6.1 Normalgeordnete Produkte, Casimir-Felder
und lokale Algebren

In diesem Abschnitt werde ich normalgeordnete Produkte lokaler Felder definieren
und die Casimir-Felder einfithren. Ich halte mich dabei sehr kurz und verweise fir
weitere Details auf die Literatur, z.B. [FST 89, Bou/ScH 93, BFKNRV 91]. Es sei
‘H Vakuumbhilbertraum einer chiralen konformen Quantenfeldtheorie auf dem Kreis, O
der Vakuumvektor. Die Darstellung der Mobiusgruppe PSU(1,1) wird erzeugt durch
die (unbeschrinkten) Operatoren L;, ¢ = 0, %1, mit:

Lo, L) =(n—=m)Lpym n#m, n,m=0=%l (6.3)

Es seien A(z) und B(z) lokale Felder, mit konformen Dimensionen d4 und dp. Die
Fourier-Zerlegung der Felder ist gegeben durch:

Az)=) A_yz*"%4, B(z) = b B_jz*. (6.4)

kez ’ kez

Es sei C(z) = Ypeg C-k2""%47%% das Feld mit Fourier-Komponenten:

\ . { ArB; k< —da (6.5)

C, = %:AkB -8, mit ABi= BiA;, k> —da.

Dann heift C(z) das normalgeordnete oder Wick-geordnete Produkt der Felder A

und B, Notation: $AB3(z) o) (z). Ich méchte als erstes einfache Eigenschaften des
normalgeordneten Produktes erwihnen [Bou/ScH 93, BFKNRV 91]. Gilt fiir die
Fourier-Moden von A und B: A,Q = 0 = B,Q, fir n > —ds, m > —dg, dann
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gilt $4B:,Q = 0, fir n > —(dy + dp). Ist weiterhin das Feld sABs quasiprimir, so
ist seine konforme Dimension: dap = d4 + dg. Es bleibt die Frage, inwiefern das
normalgeordnete Produkt die lokale Struktur erhalt [FST 89]. Dazu bemerkt man,
daf der Kommutator der Felder A und B aus einer endlichen Summe von Ableitungen
der Deltafunktionen gegeben ist.

[A(zl)! B(z,)] = Z 6k(zl - 22)01‘(21), (6.6)
. X k=0
mit lokalen? Feldern OF; k = 1,...,n. Definiert man nun die Erzeugungs- und Vernich-
gung

tungsoperatoren Ai/(z) als: A_(2) = Tiy_q, Arz=*+44) und A, (z) = A(z) — A4 (2),
so hat die Distribution:

Ar(21)B(2:) + B(z2)A-(21) = A(21)B(z2) — [A_(21), B(22)]

n (N
Az)B) -3 S Bl 6

k= (21— 22)

einen endlichen Grenzwert fiir z, — z1. Mit den formalen Rechenregeln fiir die Fourier-
Moden lokaler Felder rechnet man nach, da8 die Gleichheit:

3B(2) = lim (A4(z1)B(22) + B(2:)A_(21)) (6.8)

22,212

gilt. Mit der Formelk(6.7), sieht man, da$ sich das normalgeordnete Produkt tABs,
durch lokale Felder approximieren 18t. SchlieBlich definjert man das normalgeordnete
Produkt von dréi oder mehr Feldern sukzessive von rechts nach links, z.B:

1ABCt ¥ 14 (3BCY)s, (6.9)

Es sei nun wieder My, der Vakuumbhilbertraum der lokalen Erweiterung Fr, von U
und L Wurzelgitter einer Lie-Algebra g. Wie bereits in Kapitel 3 gezeigt, erhlt man
durch die “Blip”- oder Vertexoperator-Konstruktion Felder J%(z),a =1,... ,dim(g),
die den Vertauschungsrelationen der affinen Lie-Algebra § geniigen:

[J(21), I¥(z2)] = i f20(20)6(z1 — 22) — kg®®8'(z1 — 25). (6.10)

(Mit k=1.) Bezeichne ich mit Do wieder den dichten Unterraum von Hyr, den man
erhalt, wenn man Polynome in den Feldern J° auf das Vakuum anwendet und mit
Pse(I) die schwachen Kommutanten dieser Felder (siehe Definition. (2.21)), so gilt
(siehe den SchluB von Kapitel 3): ) i

(ﬁﬁc PJQ(I)), c A1)

a=l\“
und analog:

(ﬁ Pﬁm) < r@(D)y" 6.11)

2Da8 die Felder O lokal sind, ist tatsichlich eine zusitzliche Annahme, die in den spiter interes-
sierenden Fillen aber zutrifft.
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Dabei ist die Basis der Lie-Algebra g wieder so gewahlt, daf die Felder J*, i =
L....n die Darstellung 7 der Stromalgebra erzeugen: Ist wieder I*, k = 1,...,n die
Emschrankung der Basis I* auf-die Cartan-Unteralgebra h und f eine reelle Testfunk-
tion. so sei:

(W) =W, k=1,.n

(siehe Kapitel (4.2.1).) Die Fourier-Moden der Stromfelder J%(z) bezeichne ich mit j2,,
m€EZ,a=1,...dim(g):
) ' o .q def a
Im = 2 lJ (Z)Z
Die Wirkung der globalen Elchgruppe G in Hy, wird erzeugt durch die Wirkung
der Lie-Algebrenelemente Q° &' ;

QU =0, [Q%J(2)]=if*J(2).

Insbesondere gilt also:
[Qa Qb] — ifach

Es seien, wie oben definiert, t¥ und t,,l au die Koeffizienten der Polynome C* auf

1. zd
y und C* auf g. Die Casimir-Felder sind dann:
29 Jo(z) und WH(z) ek L aTh . Jaaz), (6.12)

b widy

W) ¥, .,
Der Unterschied in den Definitionen von W* und W* besteht darin, daB die (implizi-
te) Summation im ersten Fall {iber eine Basis der gesamten Lie-Algebra g auszufiihren
ist, wahrend bei den Feldern W* die Summation nur iiber die Basis von § C g lauft.
Wihrend die W* durch die Stromfelder in F, ausgedriickt werden, sind die W* gege-
ben als Ausdriicke in den Stromfeldern in 7 (U/). Man iiberzeugt sich leicht, daB die
Felder W* unter der Wirkung von g invariant sind:

@2, W"(z)] =0, a=1,...,dim(G), k=1,...,n. (6.13)
Mit der Inklusion (6.1) ist es also naheliegend, daff die Felder W* durch die Stromfelder
Ji,i=1,...,n alleine ausgedriickt werden kénnen. Dafl dies so ist, besagt das folgende
Theorem: '

Theorem 6.1.1: ([THIERRY-MIEG 88]) (a) Es gibt Zahlen c; (# 0),
k=1,...,n, so daB W* = ckW" d.h., die Felder W* und W" sind pro-
portlonal zueinander.

(b) Die Felder W* sind quasiprimar, d.h. sie sind kovariant unter der Dar-
stellung U der Mé6biusgruppe auf My, formal:

U(@WH=)U"(g) = ( )d“W"(g'IZ) fir g € PSU(1,1).

Bemerkungen: (i) Aus (a) folgt msbesondere, daB die Felder W* invariant unter
der Wirkung der globalen Eichgruppe G sind. Der Beweis dieser Tatsache benutzt die
Definition des normalgeordneten Produktes durch die Fourier-Moden. Die Felder W*
sind aber normalgeordnete Produkte der freien Felder Ji(z): Dies kann man benutzen
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um zu zeigen, dafl die Felder W* jQ)‘nd damit auch W") lokale Algebren definieren.
(ii) Tatsdchlich sind die Felder W* und W* fiir k > 2 sogar primdr, d.h. sie sind
kovariant unter der durch den Energie-Impuls-Tensor induzierten Darstellung der Dif-
feomorphismen von S?. Diese Tatsache wird im folgenden jedoch nickt benétigt.

(iii) Fiir den Fall k = 1 ist Teil (a) dieses Theorems bekannt und besagt, daB der
Energie-Impuls-Tensor der Level-1 Darstellung der affinen Lie-Algebra § alleine durch

* die Stréme in der Cartan-Unteralgebra ausgedriickt werden kann: Die Inklusion der

abelschen Stromalgebra, in der gesamten Stromalgebra (3.36) ist eine sogenannte kon-
forme Inklusion. (Dies wurde natiirlich bei den Auswahlregeln fiir lokale Erweiterungen
gerade sichergestellt.)

Lokale Algebren durch Casimir-Felder. Ich werde nun skizzieren, wie man zeigt, daf
die Casimir-Felder ein lokales Netz von von Neumann-Algebren definieren. Aufgrund
der Tatsache, daf sich die Casimir-Felder als normalgeordnete Produkte in freien Fel-
dern ausdriicken lassen, ist dies nicht sehr verwunderlich (siehe z.B.: [BOR/YNG 90]).

Es sei B(I) die Algebra: ‘

N !
B(HY (kn pwk(1)> . 61y

=1

Ich zeige, daB die Zuordnung I +— B(I) ein lokales Netz von von Neumann Algebren auf
§', mit allen gewiinschten Eigenschaften (insbesondere der Kovarianz) definiert. Aus
der Definition (6.14) folgt unmittelbar, da8 die Mengen B(I) tatsichlich von Neumann-
Algebren sind. Der nichste Schritt besteht darin zu zeigen, dafl die Lokalitat erfiillt
ist, d.h. daB folgende Inklusion gilt:

B(I) C B(I¢) VIcS?

Wie bereits in Kapitel 2 erwéhnt, ist es i. a. schwierig diese Lokalititsbedingung zu
iberpriifen. Hier wird es niitzlich sein, daf sich die Casimir-Felder durch Polynome in
den Stromfeldern J* approximieren lassen. .

Zunachst stelle ich fest, daf fiir I€S* und k = 1,...,n = 1 Py () tatsichlich
eine Algebra ist. Das folgt daraus, daB die Stromfelder J* lineare Energie-Abschit-
zungen erfiillen [BUCH/SCH-M 90], die Felder W* als normalgeordnete Polynome
dann polynomiale Energie-Abschitzungen erfilllen. Als nichstes zeigt man, dafl die
Inklusion:

B(I) C o (U(I))", IcS™ -~ (6.15)

gilt. Um dies zu zeigen, bemerke ich als erstes, da man die Casimir-Felder als nor-
malgeordnete Produkte der Stromfelder beliebig genau durch Polynome in den ver-
schmierten Stromfeldern approximieren kann. Genauer: Bezeichnet man fiir jedes In-
tervall €S, mit Po(I) die Algebra der Polynome in den Feldern J°, verschmiert
mit Testfunktionen, deren Trager in I liegt, dann ist Po(I)Do-C Do. Ist weiterhin I,
eine e-Umgebung des Intervalles I, welche I enthilt und mit ihm keinen Endpunkt
gemeinsam hat, so kann man zu jeder Testfunktion f, mit Tréger in I eine Folge
{Pf}s2, C Po(I.) finden, so da8 fiir alle Y€ Do, ¢ € Hy, gilt:
Jim (6, Pyw) = (6, WH(f)¥), lim (4,(P5)'p) = (¢, (WH(f))'e).

n—00
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It mun fir alle i = 1,...,n, X in Pyi(l), so kommutiert X schwach mit jedem P¥.
Albso gilt—weil sich schwache Kommutationsregeln auf schwache Limiten fortsetzen—
fir 0.v € Dy, supp(f) C I:

(X6, W (f)Y) = (W")'6, X"9),
mnd es folgt:
' X € ( Pu(L) C ) Pwr(d). (6.16)

k=1 k=1
Da die Py« (I) von Neumann-Algebren sind, folgt: B(I) = (NP« (I))" = NPw+(I).
Zasammen mit Gleichung (6.16) und der Charakterisierung (6.11), folgt fiir alle ¢ > 0:
sr(U(1)) C B(I)', und man erhilt:

B(I) € () moU(L))" = meU(D))".

0

Die Tatsache, daB I — B(I) ein lokales Netz definiert, ist nun ein einfaches Korollar
aus Gleichung (6.15) und der Lokalitat des Netzes I — U(I):

B(I) c = (UI))" C = (UI)) C B(I°).

m)
Die Casimir-Felder definieren somit ein lokales Netz von von Neumann-Algebren: I —
B(I). Die fibrigen Eigenschaften fiir ein chirales, konformes Netz auf S’ sind ebenfalls
erfullt. Es gilt: 5
(1) Das Netz I — B(I), ist kovariant unter der Darstellung U der Mdbius-
gruppe auf Hp: U(g)B(I)U*(g) = B(gI), fir g € PSU(1,1). Diese Eigen-
schaft folgt aus der Tatsache, daB die Felder W* quasiprimir sind (Theorem
6.1.1(b)).

(2) G-Tnvarianz: B(I) C F£(I). Das folgt aus der g-Invarianz, (6.13), der
Felder W*.

Da die modularen Gruppen der lokalen Algebren F;(I) durch die Wirkung von Ein-
parameteruntergruppen von PSU(1,1) gegeben sind (siche Theorem 5.3.3), folgt aus
(1), da8 fiir jedes ICS*, die Algebra B(I) invariant unter der modularen Gruppe des
Paares (F(I),wo) ist. Diese Tatsache wird im folgenden sehr wichtig sein. Desweiteren
folgt aus der Kovarianz unter PSU(1,1) die Reeh-Schlieder Eigenschaft fiir das Netz
B(I) (siehe z.B., [FRO/GAB 92]).

6.2 Die eichinvarianten Operatoren

Oben wurde gezeigt (siehe Gleichung (6.13)), da8 die Casimir-Felder und damit auch
die lokalen Algebren B(I) invariant unter der globalen Eichgruppe G sind. Dies ist eine
Folge davon, da8 sie als vollstindige Kontraktionen der Stromfelder J* mit invarianten
Tensoren der Lie-Algebra g gebildet wurden. Die Wick-Ordnung sorgte dafiir, daf
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man diese Felder als lokale Felder definieren kann. Andererseits sieht man, da§ auch
multilokale Felder der Form: /?

W(zl’ ey de) = itx.‘.akoul(zl) e Jadk(zdk) (617)

invariant unter der Gruppe G sind. Denkt man sich die Observablen aus der Feldal-
* gebra Fi, durch ein Eichprinzip gegeben, sind also die Observablen die Invarianten
unter G, so erhebt sich die Frage, ob diese Algebra von den lokalen Casimir-Feldern
(6.12) alleine erzeugt wird [LAN/SCHR 67]. Die multilokalen Felder (6.17) lassen sich
dann durch lokale Casimir-Felder approximieren. Da8 dies so ist, werde ich in dem
vorliegenden Abschnitt zeigen. Die Technik, die ich dabei benutze stimmt dabei mit
der von Rehren [REHREN 94] benutzten iiberein (siche aber auch [WASSERMANN 89)]).

Das Takesaki-Theorem und die Zyklizitit des Vakuums fir B(I). Es soll gezeigt
werden, daB sich die fiir jedes Intervall giiltigen Inklusionen:

B(I) c FE(I) c Fr().

zu einer Gleichheit:

B(I)= F{(I) (6.18)

verscharfen lassen. Dazu benutze ich das Theorem von Takesaki:

Theorem 6.2.1: (Takesaki; siehe z.B. [SUNDER 87]) Sei A C B eine In-
klusion von von Neumann-Algebren, w ein treuer normaler Zustand auf
B. Ist A invariant unter der modularen Gruppe des Paares (B,w), und
bezeichnet (7,H, ) die GNS-Darstellung von (B,w), so ist genau dann
A = B, wenn 7(A)Q dicht in H ist.

Fiir ein beliebiges Teilintervall €S" sei winy = wy| 751y, die Einschréankung des Vaku-
umzustandes auf die Unteralgebra der G-Invarianten und (Tinv, Hinv, inv) die GNS-
Darstellung des Paares (FF (1), winv). Wegen FE(I) C Fi(I) und winy = wolfg(l), kann
man (i, in natiirlicher Weise mit €, und H,,, mit einem Unterraum von Hy, identi-
fizieren. Um das Theorem anzuwenden zeige ich, daB i, (B(I))9 dicht in Hiny liegt.

Bemerkung: Anstatt das Theorem von Takesaki zu benutzen kénnte ich auch
folgendermafien vorgehen (siche [REHREN 94]): Da I — B(I) ein lokales, kovarian-
tes Netz auf S* ist, erfiillt es Haag-Dualitit im Vakuumsektor [FRG/GAB 92]. Ist
Tinv(B(I))Q dicht in Hiqy, so ist Hiny der Vakuumsektor dieses Netzes. Die Gleichheit
der Algebren folgt dann aus folgender Inklusionskette:

B(I) c FE(I)  FE(I°Y < B(I°Y.

Man iiberzeugt sich leicht, daB beide Vorgehensweisen dquivalent sind, d.h. sie benut-
zen dieselben Voraussetzungen.

Bezeichnet man mit H;,, den Unterraum von Hinv, den man erhilt, wenn man alle
Polynome in den Casimir-Feldern W*(f), verschmiert mit beliebigen Testfunktionen
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mmit Trager in S? auf das V: m anwendet, dann folgt aus der Reeh-Schlieder Eigen-
schaft fiir das Netz B(T), daB 7iay (B(I))2 dicht in Hiy, ist. Hine enthilt aber Vektoren
der Form

W'(’ﬂl +d-‘1)W—("2+d.'2) T I/V—(ﬂl;'lrd.',h )Q’ (619)
wobei W; die n-te Fourier-Mode des i-ten Casimir-Feldes ist:

Wi = ;—ZW'(z)z""’d"l.
Es reicht also zu zeigen, daf Vektoren der Form (6.19) einen dichten Unterraum von
M erzeugen. .

Lemma 6.2.2: Die Vektoren (6.19) sind linear unabhingig, falls die Indizes
den Bedingungen: n; > 0, 4; > i;41 und ¢; = i;4; = n; > nj4; geniigen.

Bemerkung: Beweise dieses Lemmas—und damit fir die Zyklizitit des Va-
koums unter den Fourier-Moden der Casimir-Felder—scheinen bekannt zu sein
(siehe [WATTS 90] und dort genannte Referenzen). Da dieses Lemma von zentra-
ler Bedeutung fiir die Beweisfithrung ist, gebe ich einen eigenen elementaren Beweis an.

Mit diesem Lemma zeigt man die Dichtheit der Vektoren (6.19) in H;ny—und damit
die Gleichheit B(I) = FF(I), wie folgt:

Mit Proposition (14.3.13) in [PRE/SEG 86] folgt, daB die Zustandssumme von Hjpny
durch (¢ =€)

Zrtan ) = mo()” T[(1 = ¢), mit mo(q) = T[ (1 - ™),

8} a>0 m>1

gegeben ist, wobei im ersten Term das Produkt iiber alle positiven Wurzeln der Lie-
Algebra zu nehmen ist. Benutzt man die Exponenten e; der Lie-Algebra (siche Glei-
chung (6.2)), so erhalt man:

Zni, (1) = mo(@)" [T TI (1 ~ ¢ (6.20)
i=1 k=1

Der Koeffizient vor ¢™ in dieser Gleichung ist die Dimension von Hiny(m), dem Ei-
genraum des Erzeugenden der Rotationen in Hjny, zum Eigenwert m. Bezeichnet Lo
diesen Erzeugenden, so folgt aus der Kovarianz der Felder W* (oder ihrer Definiti-
on): [Lo, W,,] = —mW,,. Sind die Vektoren (6.19) linear unabhingig, dann folgt aus
einem einfachen Abzdhlargument, wie dem in Kapitel 4 (unter Berucksmhtlgung von
= d; — 1), dafl die Dimension von Hiny(m) mindestens so groB wie der Koeffizient
von ¢™ in (6.20) ist. Es ist aber ’Hmv(m) C Hinv(m), so daB ihre Dimensionen gleich
sind und—diese Vektorridume sind endlichdimensional—es folgt: ’Hmv(m) Hinv(m).

Man erhalt: . -

“Hiny = @ Hinv(m) = @ Hinv(m) = Hinv-
: m>0 m>0

Der Beweis des Lemmas: Die lineare Unabhingigkeit der Vektoren (6.19) unter der
im Lemma angegebenen Bedingung, zeige ich mit einem Argument, das eine Verall-
gemeinerung des Argumentes in [SEGAL 81, Prop. (6.3)] fir G = SU(2) darstellt. Es
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sei X = C[5l,,52,...,5%,5%, .. ], die Polynomalgebra. in den Moden j*,, k > 0, der
Stromfelder. Wie schon in Kapitel 4 erwihnt, ist XQ ein freier X’ -Modul, und der Fock-
Raum H, ist die Vervollstandigung von X'Q) in der entsprechenden Hilbertraummetrik.
Um das Lemma zu zeigen, werde ich folgendermaflen vorgehen: Die Operatoren W*
sind apriori unendliche Summen von homogenen Polynomen in den 7% . In Ausdriicken
der Form (6.19) treten aufgrund der Normalordnung jedoch immer nur endlich viele
dieser Polynome auf. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, da8 die jk. firm >0
algebraisch unabhéngig sind, werde ich diese Polynome sukzessive vereinfachen, bis
ich zu Polynomen komme, die sich leicht handhaben lassen.

Zuerst extrahiere ich aus den Wi,, k > 0, die Terme in den Fourier-Moden des
Stromfeldes, die nur negative Frequenzen enthalten. Sei fiir k = 1,...,nund m €N,
die Multiindexmenge I(k,m) definiert als

, .
Ihym) ¥ (1, 1) € (V)] 1 = m). (6.21)
=1
Die Polynome o, (k =1,...,n, m > dy) sind dann definiert durch:
of = ti,.ﬂe.,kjt-lzl "‘J'fz';,"

(ly-eday )EI(km)

Mit der Definition des normalgeordneten Produktes sieht man, daB sich die Vektoren
(6.19) fir n; > 0 ausdriicken lassen als:

Wi‘(n,+c’(j,)W:2(ng+d.'2) e W:k(ﬂh+dik)9 = a,—l(ﬂ1+d.', )a'-z(n2+d.-2) el a.—k(ﬂk"'dik)ﬂ + OQiny.

In dem Operator O tauchen auch positive Frequenzen der Strome auf. Benutzt man
fiir diese die kanonischen Vertauschungsrelationen, so sieht man, daB sich O als ein
Polynom in den j¥,, n > 0, schreiben 138t, dessen Grad echt kleiner ist als der des
Polynomes af}m ai_’nz e a‘_",w Mit der oben erwéhnten Eigenschaft, daB die Polynome
in den ji,, mit n > 0, den Fock-Raum fre; erzeugen folgt, dafl die Vektoren (6.19)
unter der angegebenen Einschrankung an die Indizes linear unabhéngig sind, falls nur
die Vektoren a("_‘(ml iy )a?("2+ dn)' ¥y 4,)§? linear unabhéngig sind. Es reicht somit
zu zeigen, daf8 die Polynome @ (mid;) (1 = 1,...,n, m > 0) algebraisch unabhingig
sind. Dazu fiihre ich folgende Annahme zum Widerspruch:

Annahme: Es gebe ein 1 < k < n, und ein m € N, so daf die Polynome
1 2 1 k
a_dl,a_dz,...,a’_‘dn,a,(dlﬂ),...,...,a_(dk_m)

algebraisch unabhingig sind, wihrend a’f‘("}h“ +m) Jedoch algebraisch iber

der Polyngmalgebra Claty,,..., ok (s +m)] ist.

Bemerkung: Die Einschrinkung k < n in der Annahme ist keine Beschrankung der
Allgemeinheit: al;(dl +m) kann nicht algebraisch iiber der Polynomalgebra

dely,..., a’_"(dN_,,m_l)]
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sem. Denn o, | enthalt die Operatoren it , die anderen of ; enthalten diese
-(d1+m) 7 (m+1) i
Operazoren nicht. Die algebraische Abhéngigkeit von ol

(ds +m) liber

/C[al—dl ey al—v(dN+m-1)]

mmplriert also auch daff JL(ms1) algebraisch iiber

Clilysee s i m]

mt. Das ist aber nicht méglich.Das allgemeine Argument stellt eine Verallgemeinerung
diieses Widerspruches dar.

Es sei, fir 1 < s < n eine Zerlegung von aly, +m) definiert durch:

s _ s iy st
C(dytm) = > g I I,
(hy.-da, Y€ (s,m)
ds . . .
—_ s -1 Strel ip rgl .tg ~s
= Z ti;...i.,,]-ll R ey Vlmanyd=1 35 + X (dy+m)
r=1

B2 (dyim) G4, 4mys

d, . . . .
Bllavm) = 2t ig 0B 550 525 5y, und

r=1

& (g ym) = A% 4y pm) = B (dymy-

{Hier und im folgenden bedeutet ein " iiber einem Symbol, daB dieses Symbol nicht
agftritt.)

Die Operatoren & (ds+m) Sind Polynome in den Moden der Stromfelder, in denen
mur j¥ | mit n < m auftauchen. Dasselbe gilt fir die Operatoren a® (dep)> Wit p <.

Ist nun, gemiaB der Annahme a'i*('}kﬂ +m) algebraisch iiber

C[arl_d1 ey a'j(dﬁm)],

k+1

so folgt aus diesen Bemerkungen, da8 auch ﬁ—(dw +m)

algebraisch tiber

C[ﬂf(dk-{—m)’ e 7:31(d1+m)7j117 s 7]‘2711]
sein mufl.

Mit den oben eingefiihrten invarianten Funktionen C',...,C™ auf g gilt nun:

603 . ds
1 —
asj(21,...,2,) = T @l el =t S a3y )
J r=1

und fiir einen Vektor (yy,...,y,) ist
n ds
2 s(z1, . 2a) g = By, D TiyE e Ty Uiy
j=1 r=1
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Dann ist aber: R
k . - .I
B (dk+1+m) zakﬂ,l(]:uo~»]21)]-(m+1)'
=1

Nun ist die Matrix as; invertierbar. Wendet man das Gauss’sche Eliminationsverfah-
ren an, so sieht man, da aus der algebraischen Abhangigkeit von ﬂ_(dk“ +m) folgt, dafl
ein [ existiert mit: 5% —(m+1) algebraisch diber der Polynomalgebra, die von den iibrigen
Fourier-Moden ji,, n > 0;i # [ fiir n = m, erzeugt wird. Dies steht aber im Wider-
spruch zu der Tatsache, daB X ein freier X-Modul ist. m]

Somit erhalt man das gewiinschte Ergebnis, daB die lokalen Casimir-Felder die
G-Invarianten des Netzes I — Fr(I) erzeugen. Es bleibt zu bemerken, da8 fiir Dar-
stellungen der Stromalgebra (3.36) zu hdherem Level (k > 1) dieses Ergebnis nicht
mehr zu erwarten ist [REHREN 94]. Dort muBl man die Casimir-Algebra um zusétzli-
che lokale Felder erweitern, um die unter G invariante Unteralgebra der Stromalgebra
zu erhalten. Es lassen sich jedoch auch andere Modelle mit den hier benutzten Metho-
den untersuchen. So konnte z.B. gezeigt werden, daf die Z; Invarianten der Majorana-
Fermionen-Feldalgebra auf dem Kreis von der Vakuumdarstellung des Energie-Impuls-
Tensors mit zentraler Ladung ¢ = } erzeugt werden [WASSERMANN 89)].




Kapitel 7
Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die lokale Struktur abelscher Stromalgebren auf
dem Kreis zu untersuchen. Dazu wurde zunichst die Darstellungstheorie dieser Al-
gebren untersucht. Es wurde gezeigt, wie sich die irreduziblen Darstellungen durch
Elemente des zugrundeliegenden endlichdimensionalen Vektorraumes parametrisieren
lassen. Um zu Modellen zu gelangen, die nur noch eine endliche Anzahl von Sektoren
besitzen, wurden lokale Erweiterungen der Stromalgebra betrachtet, deren konformer
Hamiltonoperator alleine durch die Stromfelder ausgedriickt werden kann. Solche Er-
weiterungen lassen sich in einer natiirlichen Weise durch integrale, gerade Gitter in
dem Vektorraum charakterisieren. Es wurde gezeigt, wie sich bekannte Darstellungen
bestimmter Loopgruppen bei Level 1 in einer natiirlichen Art aus einer Klasse dieser
Erweiterungen ergeben.

Danach konnte mit Hilfe der Fock-Raum Struktur der Vakuumdarstellung gezeigt
werden, wie die Haag-Dualitit fiir Vereinigungen zweier disjunkter Intervalle verletzt
ist. Es stellte sich heraus, da8 man diese Verletzung durch Felder beschreiben kann, die
in einem Intervall eine Ladung erzeugen und in einem anderen wieder vernichten. Das
Ergebnis zeigt, wie sich die Superauswahlstruktur des Modelles schon im Vakuumsek-
tor der Theorie manifestiert. Mit Hilfe der Doplicher-Haag-Roberts-Konstruktion fiir
einfache Sektoren konnte eine entsprechende Aussage auch fiir lokale Erweiterungen
gezeigt werden.

Es besteht die Hoffnung mit Hilfe dieser Resultate Einsichten in die Superauswahl-
struktur von Modellen zu bekommen, fiir die die Konstruktion einer Feldalgebra noch
nicht méglich ist.

Weiter wurden Connes-Kozykel fiir die vorliegenden Modelle untersucht. Dies sind
Operatoren, die wie oben den Transport einer lokalisierten Ladung von einem Intervall
in ein anderes beschreiben. Sie sind dabei den modularen Gruppen zugeordnet, welche
wiederum kanonisch durch die lokalen Algebren und ihre Zustinde bestimmt sind.
Auch hier wurde gezeigt, wie sich die Superauswahlstruktur in diesen Objekten und
damit im Vakuumsektor wiederspiegelt.

Abschlieflend wurden die Eichinvarianten der lokalen Algebren unter der Wirkung
einer kompakten Liegruppe bestimmt. Es wurde gezeigt, daB diese von den Casimir-
Feldern, das sind natiirliche Verallgemeinerungen des Energie-Impuls-Tensors, erzeugt
werden. Die Algebren die diese Felder erzeugen sind einfache Beispiele fiir W-Algebren-
lokale Erweiterungen der Algebra des Energie-Impuls-Tensors. Das Ergebnis zeigt (im-
plizit), daB man multilokale Felder, die invariant unter der Wirkung der Eichgruppe
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sind, beliebig genau durch einen Satz) von endlich vielen (explizit bekannten) lokalen
Feldern approximieren kann.

Es 1aBt sich somit sagen, daB die lokale Struktur der vorliegenden Modelle hin-
reichend gut verstanden ist. Viele nichttriviale Aussagen, die man in anderen Mo-
dellen nur vermuten kann, sind mit den hier vorliegenden Ergebnissen vollkommen
verstanden. In Anbetracht der Tatsache, da8 abelsche Stromalgebren und ihre loka-
len Erweiterungen auf dem Kreis die Bausteine zur Konstruktion anderer Modelle der
Quantenfeldtheorie sind, besteht zudem die Hoffnung, daB man diese mit den hier
erzielten Ergebnissen besser verstehen kann.
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