
La r�esolution du mod�ele d'Ising �a deuxdimensions selon la m�ethode de BaxterA. Henriques�a la suite d'un cours donn�e �a Lausanne par V. Jones le semestred'hiver 19981 IntroductionEn m�ecanique statistique, on dit qu'on r�esout un syst�eme, quand on calcule lavaleur d'un invariant qui s'appelle l'�energie libre. A part ceux \�a une dimension",les syst�emes pour lesquels on sait le faire explicitement sont rares (de nos joursen tout cas). On a trouv�e qu'il valait la peine de pr�esenter dans cet article lam�ethode originale que Baxter (voir [Bax]) a utilis�e pour r�esoudre le mod�eled'Ising �a deux dimensions.Nous tenons �a nous excuser envers d'�eventuels lecteurs physiciens car certainesnotions, tout �a fait centrales en m�ecanique statistique, sont pass�ees sous silence.C'est le cas par exemple de l'�energie associ�ee �a un �etat. En e�et, notre butn'�etant pas de donner un sens physique aux divers calculs, nous avons unique-ment introduit les concepts utiles pour la suite.Les paragraphes 2 �a 4 ne font qu'introduire les di��erentes notions et quelquesr�esultats g�en�eraux qui seront utiles pour la suite. De ce fait, nous conseillonsla lecture en parall�ele du paragraphe 5, o�u l'on introduit le mod�ele d'Ising surlequel s'applique la th�eorie.2 Graphes �a bordDe�nition 2.1 Un graphe �a bord � est un quadruplet ( _�; ��; @�; i�) avec i� :��! _�� _� et @� � _�. On appelle _� l'ensemble des sommets de �, �� l'ensembledes ar�etes et @� le bord du graphe. La fonction i� associe �a une ar�ete les deuxsommets qui en sont les extr�emit�es.Introduisons �egalement quelques notations pour la suite. L'int�erieur de � :Int(�) : = _�n@� (1)et l'�etoile d'un sommet 
 2 _� not�eeSt(
) : = �r 2 ����9
0 2 _� t:q: i�(r) = (
; 
0) ou (
0; 
)	: (2)Pour dessiner un graphe �a bord, on utilisera la convention suivante. Les sommetsde l'int�erieur seront repr�esent�es par des ronds pleins, alors que ceux du bord leseront par des ronds vides. On ometera de signaler sur le dessin l'orientationdes ar�etes. 1



Un graphe �a bordDe�nition 2.2 Un sous-graphe �0 de � est un graphe �a bord tel que _�0 � _�,Int(�0) � Int(�) et tel que on a un diagramme��0 ,! ��??yi�0 ??yi�_�0 � _�0 ,! _�� _�qui commute. On demande encore que8
 2 Int(�0) St(
) � ��0: (3)Si en plus on a @�0 � Int(�), alors on dira que �0 est un sous-graphe propre de�. On admettra que deux graphes �0 ,! � s'injectent l'un dans l'autre chaquefois que �0 est envoy�e de fa�con isomorphe sur un sous graphe de �.Remarque. Les inclusions d�e�nies ci-dessus sont les seuls morphismes de graphes�a bord que nous consid�ererons.De�nition 2.3 Si on se donne deux graphes �, �0 et un ensemble @o qui s'in-jecte �a la fois j : @o ,! @� et j0 : @o ,! @�0, alors on d�e�nit un graphe � [@o �0qui fait commuter le diagramme �j% &@o � [@o �0j0& %�0 ;par les formules _z }| {� [@o �0 : = _� [@o _�0� [@o �0 : = �� t ��0@(� [@o �0) : = �@�nj(@o)� t �@�0nj0(@o)�i�[@o�0(r) : = (i�(r) si r 2 ��i�0(r) si r 2 ��0 :
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Intuitivement, on recolle les deux graphes � et �0 le long de @o et on �elimine lapartie qui a �et�e recoll�ee du bord.
Γ @o Γ /

� [@o �0 :Lemme 2.4 Soit � un graphe �a bord et �0 � � un sous-graphe propre. Alors ilexiste un graphe �00 tel que � ' �0 [@�0 �00.� :�0 :�00 :D�emonstration. Il su�t de poser_�00 : = _�nInt(�0); ��00 : = ��n��0;@�00 : = @� t @�0; i�00 : = i�����00et on a toutes les conditions qui sont satisfaites pour avoir ~� : = �0[@�0 �00 ' �.Tout d'abord, le fait que �0 soit sous graphe propre de � nous garantit que @�et @�0 sont disjoints et on a bien @~� = (@�0n@�0)t (@�00n@�0) = @�00n@�0 = @�.De même, on v�eri�e facilement que les ensembles des sommets et des ar�etes de� et de ~� sont en bijection.Remarquons encore que i�00 aterrit bien, de par (3), dans _�00 � _�00. En e�et,supposons que r 2 ��00 = ��n��0 soit tel que i�(r) = (
; 
0) avec 
 62 _�00, on auraitdonc 
 2 Int(�0). Maintenant, (3) nous dit que St(
) � ��0, or r 2 St(
) � ��0contredit r 2 ��00. �Remarque. Il est possible d'�enoncer un lemme analogue pour des sous graphesqui ne sont pas n�ecessairement propres. Ceci n�ec�essite toutefois de modi�er lad�e�nition de l'union de deux graphes et �ca allourdit les notations.3 Syst�emes de m�ecanique statistique sur des gra-phes �a bordMunissons nos graphes d'un peu de structure suppl�ementaire.De�nition 3.1 Un syst�eme (ou syst�eme de m�ecanique statistique) est un triplet(�; Q;R) o�u � est un graphe �a bord, Q est un ensemble �ni et R est une fonctionR : ��!MQ�Q(C ) (4)qui associe �a chaque ar�ete du graphe une matrice Q�Q qui s'appelle la matricedes poids de Boltzmann. 3



Par abus de notation, nous utiliserons tout aussi bien la lettre � pour d�esigner unsyst�eme que pour d�esigner le graphe sous-jacent. Les notations pr�ec�edemmentintroduites pour les graphes se g�en�eralisent aux syst�emes. On dira que deuxsyst�emes � j,! �0 s'injectent l'un dans l'autre s'ils s'injectent en tant que grapheset si de plus Q = Q0 et R0(r) = R(j(r)) 8r 2 ��0. De m�eme, si � et �0 sont deuxsyst�emes tels que Q = Q0, alors �[@o �0 d�esigne l'unique syst�eme sur le graphe� [@o �0 tel que � et �0 s'njectent en tant que syst�emes.Introduisons encore la notation E(�) pour d�esigner l'ensemble des �etats d'unsyst�eme � E(�) : = �� : _�! Q	: (5)L'un des invariants les plus utiles que l'on peut associer �a un syst�eme est lesuivant (Ici, pour d�esigner un �el�ement d'une matrice, on note l'indice des lignesen haut et l'indice des colonnes en bas. Le lecteur prendra soin de ne pas con-fondre de tels indices avec d'�eventuels exposants).De�nition 3.2 Soit � un syst�eme �ni (i.e. tel que les ensembles _� et �� soient�nis). Sa fonction de partition Z(�) est une fonction �a valeurs complexes d�e�niesur E(@�) : Z(�)�o : = X�2E(�)�j@�=�o Yr2��i�(r)=(
;
0) R(r)�(
)�(
0): (6)Si � est un graphe dont le bord est compos�e de deux parties @� = @1 t @2,alors on observe que E(@�) ' E(@1) � E(@2). Du coup, un �el�ement � 2 E(@�)se d�ecompose en deux \composantes" �1 2 E(@1) et �2 2 E(@2). Dans unepareille situation, on notera Z(�)�1�2 pour d�esigner Z(�)�. Du coup, Z(�) peutêtre consid�er�ee comme une matrice �a jE(@1)j lignes et �a jE(@2)j colonnes.Avec cette notation, la fonction de partition de l'union � [ �0 de deux graphesse calcule facilement �a partir de chacune des fonctions de partitions de � et de�0.Proposition 3.3 Soient � et �0 deux syst�emes tels que @� = @o t @1 et @�0 =@1 t @2. Alors on aZ(� [@1 �0)�o�2 = X�12E(@1)Z(�)�o�1 � Z(�0)�1�2 (7)D�emonstration. Il su�t de d�evelopperZ(� [ �0)�o�2 = X�2E(�[�0 )�j@o=�o�j@2=�2 Yr2�[�0i(r)=(
;
0) R(r)�(
)�(
0)= X�12E(@1) X�2E(�[�0 )�j@�=(�o;�1)�j@�0=(�1;�2) 264 Yr2��i(r)=(
;
0) R(r)�(
)�(
0)375 � 264 Yr2��0i(r)=(
;
0) R(r)�(
)�(
0)375= X�12E(@1)2664 X�2E(�)�j@�=(�o;�1) Yr2��i(r)=(
;
0) R(r)�(
)�(
0) 3775�2664 X�2E(�0)�j@�0=(�1;�2) Yr2��0i(r)=(
;
0) R(r)�(
)�(
0)3775et on obtient la formule d�esir�ee. �4



Si on consid�ere les fonctions de partitions ci dessus comme des matrices, il estalors �el�egant de r�e�ecrire (7) de la fa�con abr�eg�eeZ(� [@1 �0) = Z(�)Z(�0): (8)Lemme 3.4 Soient T1 et T2 deux syst�emes avec @T1 = @T2 tels que Z(T1) =Z(T2). Si �1 et �2 sont des syst�emes avec T1 � �1 et T2 � �2, et qui sontidentiques en dehors de T1 et T2, alors on a Z(�1) = Z(�2).Par exemple, si
Z0BBBBBBBB@

1CCCCCCCCA = Z0BBBBBBBBB@
1CCCCCCCCCA ;

on peut en d�eduire queZ0BBBBBBB@ 1CCCCCCCA = Z0BBBBBBB@ 1CCCCCCCA :D�emonstration. Si T1 � �1 et T2 � �2 sont des sous syst�emes propres, alors onpeut trouver, de par le lemme 2.4, un syst�eme �00 tel que �1 = T1 [@T1 �00 et�2 = T2 [@T2 �00. La proposition 3.3 nous dit maintenant queZ(�1) = Z(T1)Z(�00) et Z(�2) = Z(T2)Z(�00);o�u Z(�i) et Z(Ti) sont vus comme des vecteurs ligne. On en d�eduit Z(�1) =Z(�2).Si maintenant T1 � �1 et T2 � �2 ne sont pas des sous-syst�emes propres, alorsil convient de modi�er �1 et �2, sans changer leur fonction de partition, de tellemani�ere �a ce que T1 et T2 deviennent propres. Posons @� : = @�1 = @�2 et soit~� le syst�eme compos�e de j@�j arrêtes, toutes disjointes, dont tous les sommetssont sur le bord et dont toutes les matrices des poids de Boltzmann sont IdQ�Q.On a donc @~� = @� t @�, et il est facile de v�eri�er que Z(~�) = IdE(@�)�E(@�).Ceci nous donne Z(�1) = Z(�1 [@� ~�);Z(�2) = Z(�1 [@� ~�)et on est rammen�e au cas pr�ec�edent. �5



Quand on a �a faire �a des graphes in�nis, la fonction de partition n'est plusd�e�nie. Par contre une notion la remplace.De�nition 3.5 Soit � un syst�eme (g�en�eralement in�ni) tel que @� = ; et telque pour tout 
 2 _�, St(
) est �ni. On dit que son �energie libre F (�) est biend�e�nie si tous les poids de Boltzmann (i.e. les composantes des matrices R(r),r 2 ��) sont r�eels positifs et si, pour toute suite �1 ,! �2 ,! : : : de sous-syst�emes�nis telle que _� = S Int(�n), satisfaisantlimn!1 jInt(�n)jj _�nj = 1 (9)et pour tout choix de �n 2 E(@�n), la suite1j _�nj ln �Z(�n)�n� (10)poss�ede une limite. Il est facile de voir que, si cette limite existe toujours, ellesera la même pour les di��erents choix de �n. On la notera F (�).Il est int�eressant de d�e�nir une notion relativement faible de \convergence" pourdes syst�emes.De�nition 3.6 On dira pour une suite de syst�emes �nis (�n), n 2 N qu'elletend vers un syst�eme � si il existe une suite (�0n), avec �0n � �n des sous-syst�emes propres de �n, telle que �01 ,! �02 ,! : : : et de fa�con �a ce que _� =S Int(�0n). On demande en plus quelimn!1 jInt(�0n)jj _�nj = 1; limn!1 j��nn��0njj _�nj = 0 (11)et qu'il existe une constante c � 1 telle que8n; 8r 2 ��nn��0n; 8p; q 2 Q c�1 � R(r)pq � c:Avec cette d�e�nition, on peut dire par exemple que des syst�emes en forme decercle tendent vers un syst�eme en forme de droite.
@ > n!1 >> : : : : : :

Remarque. Le fait qu'une suite (�n) tende simultan�ement vers � et vers �0 n'im-plique pas forc�ement � ' �0 ! 6



Proposition 3.7 Soit � un syst�eme pour lequel F (�) est bien d�e�ni et soit(�n) une suite de syst�emes �nis qui tendent vers � au sens de la d�e�nition 3.6.Alors pour tout choix de �n 2 E(@�n) on aF (�) = limn!1 1j _�nj ln �Z(�n)�n�: (12)D�emonstration. De par le lemme 2.4 on peut �ecrire �n = �0n[@�0n �00n avec j _�00nj =o(j _�nj) et j��00nj = o(j _�nj). La proposition 3.3 nous dit maintenant qu'on peut�ecrire Z(�n)� = X�02E(@�0n)Z(�0n)�0Z(�00n)�0� : (13)On obtient donc les in�egalit�esjE(@�0n)j min�02E(@�0n)Z(�0n)�0 min�02E(@�0n)Z(�00n)�0� �� Z(�n)� �� jE(@�0n)j max�02E(@�0n)Z(�0n)�0 max�02E(@�0n)Z(�00n)�0� : (14)Consid�erons uniquement la majoration de Z(�n)� (les calculs pour la minoration�etant exactement les mêmes). On a donc1j _�nj ln �Z(�n)�� � 1j _�njh ln jE(@�0n)j+ ln �max�0 Z(�0n)�0�+ ln �max�0 Z(�00n)�0� �i: (15)Prenons chacun des trois termes s�epar�ement. Premi�erement on voit quelimn!1 1j _�nj ln jE(@�0n)j = ln(Q) limn!1 j@�0njj _�nj = 0: (16)D'un autre côt�e, vu que F (�) est bien d�e�nie et que1 � jInt(�0n)jj _�0nj � jInt(�0n)jj _�nj @ > n!1 >> 1; (17)on a limn!1 1j _�nj ln �max�0 Z(�0n)�0� = F (�): (18)Reste �a traiter le troisi�eme terme.1j _�nj ln �max�0 Z(�00n��0� ) = 1j _�nj ln�max�0 X�002E(�00n)�00j@�00n=(�0;�) Yr2��00ni(r)=(
;
0) R(r)�00(
)�00(
0)�� 1j _�nj ln�jE(�00n)j � �maxr2��00n maxp;q2QR(r)pq�j��00nj�� ln(Q) j _�00njj _�nj + ln(c) j��00njj _�nj @ > n!1 >> 0:Quitte a d�evelopper des calculs analogues pour minorer, on peut voir que7



1j _�nj ln(Z(�n)�) est encadr�e par deux termes qui tendent chacun vers F (�), cequi ach�eve la preuve. �On peut g�en�eraliser la proposition pr�ec�edente et consid�erer une suite de syst�emes(�n) \tendant" vers un certain �, mais o�u chacun des �n est in�ni.Proposition 3.8 Soit � un syst�eme pour lequel F (�) est bien d�e�nie, et soit(�n) une suite de syst�emes qui ont aussi F (�n) bien d�e�nies. Soient �n;k � �ndes sous-syst�emes �nis des �n tels que �n;1 ,! �n;2 ,! : : : et _�n = Sk Int(�n;k)et satisfaisant limk!1 jInt(�n;k)jj _�n;kj = 1: (19)Soient en�n �0n;k des sous-syst�emes propres des �n;k tels que on a des inclusions... ...�02;1 �! �02;2 �! : : :" "�01;1 �! �01;2 �! � � �et que _� = Sn;k Int(�0nk). Si en plus il existe des an > 0, an ! 0 et c � 1 telsque jInt(�0n;k)jj _�n;kj � 1� an; j��n;kn��0n;kjj _�n;kj � an (20)et 8n; k 8r 2 ��n;kn��0n;k; 8p; q 2 Q c�1 � R(r)pq � c: (21)Alors on a limn!1F (�n) = F (�): (22)D�emonstration. Comme pour la proposition pr�ec�edente, on �ecrit�n;k = �0n;k [@�0n;k �00n;k. On en d�eduitZ(�n;k) = Z(�0n;k)Z(�00n;k) (23)et on obtient les in�egalit�es1j _�n;kj� ln jE(@�0n;k)j+ ln �min�0 Z(�0n;k)�0�+ ln �min�0 Z(�00n;k)�0� �� �� 1j _�n;kj ln �Z(�n;k)�� �� 1j _�n;kj� ln jE(@�0n;k)j+ ln �max�0 Z(�0n;k)�0�+ ln �max�0 Z(�00n;k)�0� ��: (24)De nouveau, certains termes peuvent être born�es0 � 1j _�n;kj ln jE(@�0n;k)j � ln(Q) � an; (25)1j _�n;kj ln �min�0 Z(�00n;k)�0� � � ln(Q) j _�00n;kjj _�n;kj � ln(c) j��00n;kjj _�n;kj � � ln(c) � an (26)8



et 1j _�n;kj ln �max�0 Z(�00n;k)�0� � � ln(Q) j _�00n;kjj _�n;kj + ln(c) j��00n;kjj _�n;kj � (ln(Q) + ln(c)) � an(27)Si on introduit B1 : = � ln(c) et B2 : = 2 ln(Q) + ln(c), alors on peut r�e�ecrire1j _�n;kj ln �Z(�0n;k)�min�+B1an � 1j _�n;kj ln �Z(�n;k)�� �� 1j _�n;kj ln �Z(�0n;k)�max�+B2an: (28)Maintenant, on sait que les termes ext�erieurs tendent vers F (�) pour n; k !1.Il en est donc de même pour le terme du millieu. Or, le terme du millieu tendvers F (�n) pour k !1. On en d�eduit queF (�n)! F (�) pour n!1: �Pour une suite de syst�emes (�n), satisfaisant aux conditions de la proposition3.8, on dira aussi que �n tend vers �.4 L'�energie libre de syst�emes �a une dimensionSoit �1 un syst�eme �ni tel que @�1 = @ot@1, avec @o ' @1. Nommons �i, i 2 Z,un syst�eme isomorphe �a �1 qui aurait @�i = @i t @i+1, avec @i ' @i+1 ' @o. Onpeut alors consid�erer la suite �o = �1 ,! �2 ,! : : :, d�e�nie inductivement par�n : = (�n�1 [@n=2 �n=2 si n est impair�(�n+1)=2 [@(�n+3)=2 �n�1 si n est pair (29)Le syst�eme �, vers lequel tendent les �n s'appelle un syst�eme �a une dimension.�1 : @o @1� : : : : : : :En applicant la proposition 3.3 et en se rappelant que tous les �i sont iso-morphes, on obtient la formule �el�eganteZ(�n) = Z(�1)n (30)qui est une �egalit�e de matrices E(@o)� E(@o).9



De�nition 4.1 Soit � un syst�eme �a une dimension obtenu par le proc�ed�e ci-dessus. on appelle �1 le segment de base et T : = Z(�1) 2 ME(@o)�E(@o)(C ) lamatrice de transfert associ�ees.Proposition 4.2 Soit � un graphe �a une dimension et soit T = Z(�1) lamatrice de transfert associ�ee. Alors, si F (�) est bien d�e�nie, on a la formuleF (�) = 1j _�1n@1j ln(�max) (31)o�u �max est la plus grande des valeurs propres de T .D�emonstration. Vu que F (�) est bien d�e�nie, tous les poids de Boltzmann sontr�eels positifs. Il en est donc de même pour tous les coe�cients de la matrice detransfert T . On peut alors appliquer le th�eor�eme de Perron-Frobenius qui nousdit qu'il existe une unique valeur propre �max, simple, de module maximal etque celle-ci est r�eelle positive (pour plus de pr�ecisions, le lecteur peut consulter[Gan]). De plus, on sait que le vecteur propre correspondant a ses coordonn�eestoutes positives. Soit P le projecteur spectral associ�e �a �max, qui a, lui aussi,toutes ses composantes positives. Si on d�ecompose T enT = �maxP + T 0 (32)on aura que le spectre de T 0 est enti�erement contenu dans la boule de rayon�max. Soient maintenant �n tendant vers �, d�e�nis comme pr�ec�edemment. Ona donc F (�) = limn!1 1j _�nj ln �Z(�n)�n�0n� = limn!1 1j _�nj ln �(T 2n+1)�n�0n�: (33)Il est facile de voir que j _�nj = (n+ 1)j _�1j � nj@1j, on peut donc r�e�ecrireF (�) = 1j _�1n@1j limn!1 1n ln �(Tn)�n�0n�: (34)Maintenant, on peut substituer Tn = �nmaxP + T 0n et on obtientj _�1n@1j � F (�) = limn!1 1n ln ��nmaxP �n�0n + (T 0n)�n�0n�= limn!1 1n  ln(�nmax) + ln P �n�0n +�� T 0�max�n��n�0n!!= ln(�max) + limn!1 1n ln P �n�0n +�� T 0�max�n��n�0n! :Or, vu que le spectre de T 0�max est contenu dans la boule unit�e, on alimn!1� T 0�max�n = 0: (35)maintenant, on observe que P �n�0n est born�e. On en d�eduitj _�1n@1j � F (�) = ln(�max): (36)�10



Remarque. Il ne doit pas être tr�es di�cile de montrer que l'�energie libre d'unsyst�eme �a une dimension est bien d�e�nie (�a condition toutefois que les poids deBoltzmann soient tous positifs et que le segment de base soit connexe !). Nousn'avons pas jug�e utile d'en d�evelopper la preuve car, de toute fa�con, d�es qu'ons'int�eresse �a des syst�emes un peu plus compliqu�es, on est incapable de prouverque l'�energie libre est bien d�e�nie. On admettra donc sans plus que les �energieslibres sont bien d�e�nies et on m�enera �a bout les divers calculs sans se poser plusde questions.5 Le mod�ele d'IsingUn mod�ele d'Ising est un cas particulier de syst�eme, o�u l'ensemble Q des �etatsd'un sommet est un ensemble �a deux �el�ements Q = f+1;�1g et o�u les matricesdes poids de Boltzmann sont toutes de la forme� eK e�Ke�K eK � ;la valeur de K d�ependant de l'ar�ete r 2 ��. Dor�enavant on ne consid�erera quasi-ment plus que des syst�emes du type mod�ele d'Ising. Pour repr�esenter graph-iquement un tel syst�eme, il su�t de dessiner le graphe sous-jascent, comme auparagraphe 2, et d'indiquer sur chacune des ar�etes la constanteK qui d�eterminela matrice des poids de Boltzmann associ�ee.
K not:= ( )e

e

-K

-K
e

e

K

K (37)Observons que l'ambigu��t�e quand �a l'orientation des ar�etes n'est pas gênante.En e�et, les matrices des poids de Boltzmann �etant sym�etriques, quelle quesoit l'orientation choisie, on calcule la même fonction de partition. Introduisonsquelques conventions quand �a l'utilisation des dessins de syst�emes.Convention - Notation1. Quand on repr�esente un syst�eme dans une formule ou une �equation, il estsous entendu qu'on pense �a la fonction de partition associ�ee. Par exemple
K L not:= Z � K L

�De même, la formule
K

-K

=doit être interpr�et�eeZ 0@ K

-K

1A = Z0@ 1A11



2. Quand des valeurs �(
) sont indiqu�ees sur les sommets du bord, la fonctionde partition est �evalu�ee en � 2 E(@�). L'�ecriture� K �0d�esigne donc un scalaire qui prend la valeur eK si � = �0 et e�K si � 6= �0.Vu que �; �0 2 Q = f+1;�1g, on peut �ecrire� K �0 = eK��0 .Il est temps maintenant d'introduire le syst�eme dont le but de cet article est decalculer la fonction de partition.De�nition 5.1 Le mod�ele d'Ising �a deux dimensions sur une grille carr�ee estle syst�eme in�ni
K K K

K K K

K K K

L L L L

L L L L ,Le mod�ele d'Isingd�ependant de deux param�etres r�eels K et L. Le graphe sous-jacent est le graphedes ar�etes et sommets d'un pavage carr�e du plan. Les poids de Boltzmannprennent une valeur pour les ar�etes verticales et une autre pour les ar�etes hori-zontales. On le notera Ising(K;L).Pour calculer F (Ising(K;L)), la strat�egie est la suivante. D'abord on d�e�niraune suite (�(K;L;n)) de syst�emes �a une dimension qui tend vers Ising(K;L) ausens de la proposition 3.8 et ensuite on va essayer de d�eterminer explicitementla valeur propre maximale �max(K;L;n) de la matrice de transfert associ�ee �a�(K;L;n). On devra bien sûr se contenter d'un r�esultat du type \si l'�energielibre de Ising(K;L) est bien d�e�nie, alors sa valeur sera...".Soit �(K;L;n) le syst�eme �a une dimension dont le segment de base estc ccccc cc ss ����@@@@@@@@ ����KL LK KL LK : : :| {z }n : (38)Le motif est r�ep�et�e n fois et l'on identi�e les deux sommets de droite avecles deux de gauche de telle mani�ere que le syst�eme �(K;L;n) ressemble �a uncylindre pav�e par des carr�es mis en diagonale. Il est facile de se convaincre que12



les �(K;L;n) tendent vers Ising(K;L) au sens de la proposition 3.8. On peutdonc appliquer les propositions 3.8 et 4.2 pour obtenir la formuleF �Ising(K;L)� = limn!1 12n ln ��max(K;L;n)�: (39)Ceci, �a condition toutefois de bien vouloir croire que F (Ising(K;L)) etF (�(K;L;n)) soient bien d�e�nies.Dor�enavant, n sera �x�e et, pour all�eger les notations, il sera sous-entendu.Chaque fois qu'un syst�eme a un bord compos�e de deux rang�ees de n points,sa fonction de partition devra être consid�er�ee comme une matrice 2n � 2n, les�etats du bord sup�erieur indexant les lignes et les �etats du bord inf�erieur lescolonnes. Il conviendra �egalement d'identi�er chaque fois les extr�emit�es droiteet gauche. Dans ce contexte, la multiplication de deux matrices signi�e super-poser les syst�emes, la premi�ere des deux matrices correspondant au syst�eme duhaut.Posons V (K;L) : = � � � K
L

K KL � � � (40)et W (K;L) : = � � � L L LK K � � � (41)Selon nos conventions, V (K;L) et W (K;L) sont des matrices 2n � 2n. Si onnomme T (K;L) la matrice de transfert associ�ee �a �(K;L) (qui est donc lafonction de partition du syst�eme (38)), alors on voit tout de suite queV (K;L)W (K;L) =W (K;L)V (K;L) = T (K;L). Il convient maintenant et pourla suite de relacher un peu les contraintes qu'on avait impos�ees, et d'accepterK;L 2 C . Introduisons encore deux matrices.C : = � � � )1  0
0  1( ( )1  0

0  1 � � � (42)R : = � � � 0  1
1  0

0  1
1  0 1  0

0  1( ) ( ) ( ) � � � (43)Les deux syst�emes ci-dessus n'�etant pas du type mod�ele d'Ising, on a �ecritexplicitement les matrices des poids de Boltzmann.Proposition 5.2 Les matrices V (K;L), W (K;L), C et R satisfont les for-mules suivantes.1. V (K;L)� =W (�L; �K)2. C� = C�1; Cn = Id 13



3. R� = R = R�14. V (K;L)C = CV (K;L) =W (K;L)5. V (K;L)R = RV (K;L) = V (�K;�L)6. CR = RC7. V (K + i�; L) = V (K;L+ i�) = (�1)nV (K;L)8. V (K + i�2 ; L� i�2 ) = V (K;L)D�emonstration. Il convient de remarquer que les matrices C et R sont desmatrices de permutation. Si � 2 E(f1; : : : ; ng) est identi��e �a un vecteur de basede C 2n , alors C(�) et R(�) sont les vecteurs de base satisfaisant C(�)j = �j�1et R(�)j = ��j . Pour toute matrice M 2 M2n�2n(C ) on a donc(MC)��0 =M�C(�0); (CM)��0 =MC�1(�)�0(MR)��0 =M�R(�0); (RM)��0 =MR�1(�)�0 =MR(�)�0 : (44)Une fois ces remarques faites, il devient trivial de v�eri�er les points 1 �a 6.Laissons 7 en exercice et montrons 8.Soient �; �0 2 E(f1; : : : ; ng).V �K + i�2 ; L� i�2 ���0 = exp �(K + i�2 )(P�j�0j) + (L� i�2 )(P�j�0j+1)�= exp�KX�j�0j + LX�j�0j+1� � exp � i�2 (P�j�0j �P�j�0j+1)�= V (K;L)��0 � ( i )]fjj�j=�0jg�]fjj�j 6=�0jg�]fjj�j=�0j+1g+]fjj�j 6=�0j+1g= V (K;L)��0 � ( i )n�2]fjj�j 6=�0jg�n+2]fjj�j 6=�0j+1g= V (K;L)��0 � (�1 )]fjj�0j 6=�jg+]fjj�j 6=�0j+1g:Dans toutes ces �equations, les indices j doivent bien sûr être consid�er�es modulon. Observons maintenant que les valeurs �01, �1, �02, �2, �03, ... sont dispos�ees surun cercle. Il doit donc y avoir un nombre pair de paires cons�ecutives avec signeoppos�e. On obtient (�1 )]fjj�0j 6=�jg+]fjj�j 6=�0j+1g = 1; (45)et donc V �K + i�2 ; L� i�2 ���0 = V (K;L)��0 : �6 L'�equation de Yang-BaxterOn s'int�eresse maintenant �a une �equation qui va nous permettre de trouver denouvelles relations entre les matrices V , W , C et R qu'on vient d'introduire.
14



Il s'agit de l'�equation de Yang-Baxter, ou �equation �etoile-triangle qui s'�enonceainsi : = ; (46)les inconnues �etant bien sûr les poids de Boltzmann des di��erentes ar�etes. Vuqu'on a ici des mod�eles d'Ising, il n'y a en fait que 6 inconnues, qu'on noteraL1, L2, L3 pour les ar�etes de l'\�etoile" et K1, K2, K3 pour le \triangle". Avrai dire, il est trop restrictif de demander l'�egalit�e. Il nous su�t pour la suitedes calculs, de demander que les deux fonctions de partition soient proportion-nelles. Avant de continuer, introduisons quelques notations qui simpli�eront les�ecritures pendant cette partie technique.� : � ch(L1 + L2 + L3)�i : � ch(Li � Lj � Lk); i = 1; 2; 3�i : � exp(Ki); i = 1; 2; 3� : � �21�22�23 � sh(2L1) sh(2L2) sh(2L3)2�2Proposition 6.1 Soient Li, Ki 2 C , i = 1; 2; 3, tels que
L 3

L 2L 1 /
3K

2K 1K (47)et tels que � et �i, i = 1; 2; 3 soient tous non nuls, alors on a quesh(2Ki) sh(2Li) = � pour i = 1; 2; 3.D�emonstration.Observons tout d'abord que (47) est �equivalent au syst�eme9R 6= 0 t:q: (2�R = �1�2�32�iR = �i��1j ��1k ; i = 1; 2; 3; (48)o�u R est le coe�cient de proportionnalit�e. A son tour, (48) est �equavalent �a� ��i = �2j �2k ; i = 1; 2; 3: (49)Les �equations (49) entrainent que��i�j�k = �4i ; i = 1; 2; 3: (50)Par ailleurs, il est facile de v�eri�er que��i�j�k � 1 � sh(2Lj) sh(2Lk)�j�k ; i = 1; 2; 3 (51)et �4i � 1 � 2�2i sh(2Ki); i = 1; 2; 3 (52)15



sont vraies en toute g�en�eralit�e.En vertu de (51) et (52), on remplace (50) par la formule �equivalente2�2i sh(2Ki) = sh(2Lj) sh(2Lk)�j�k ; i = 1; 2; 3; (53)et grâce �a (49) on obtientsh(2Ki) sh(2Li) = �2i �2j �2k sh(2Li) sh(2Lj) sh(2Lk)2�2 = �; i = 1; 2; 3: (54)Ceci termine la preuve. �Si, inversement, on se donne K1, L1, K2 et L2, satisfaisant sh(2K1) sh(2L1) =sh(2K2) sh(2L2), est-il toujours possible de trouver K3 et L3 tels que (47) soitv�eri��ee?Lemme 6.2 Il existe un ensembleN � n(K1; L1;K2; L2) 2 C 4 ��� sh(2K1) sh(2L1) = sh(2K2) sh(2L2)o ;d'int�erieur vide, tel que pour tout K1, L1, K2, L2 satisfaisant �a la condition,sh(2K1) sh(2L1) = sh(2K2) sh(2L2), (K1; L1;K2; L2) 62 N , il existe des uniquesK3, L3, d�e�nis modulo i� tels que
L 3

L 2L 1 /
3K

2K 1K : (55)D�emonstration.On va supposer qu'on connait d�ej�aN et on va essayer de r�esoudrele probl�eme consistant �a trouver les K3 et L3 ad�equats. Cette d�emarche vanous ammener �a �enoncer progressivement toutes les propri�et�es souhait�ees pourl'ensemble N . Il ne sera d�e�ni qu'�a la �n de la d�emonstration.Soient donc K1, L1, K2, L2 tels que sh(2K1) sh(2L1) = sh(2K2) sh(2L2),(K1; L1;K2; L2) 62 N . Supposons maintenant que�(K1; L1;K2; L2)�� � = 0 ou �i = 0 pour l0un des i = 1; 2; 3	 � N: (56)On se place donc dans le cas � 6= 0, �i 6= 0 pour i = 1; 2; 3. Or, on a d�ej�a vu que,sous ces hypoth�eses, (55) est �equivalent �a� ��i = �2j �2k; i = 1; 2; 3: (57)Il est apparu, dans la d�emonstration de la proposition 6.1 que (57) impliquait(53). Il est donc raisonnable de chercher �a r�esoudre8><>: 2�21 sh(2K1) = sh(2L2)sh(2L3)�2�32�22 sh(2K2) = sh(2L1)sh(2L3)�1�3 ; (58)16



qui est un syst�eme de deux �equations �a une inconnue. Si on introduit� : � sh(2L1)sh(2K2) = sh(2L2)sh(2K1) (59)et qu'on observe que2�i�3 � ch(2Lj) + ch(2Li) ch(2L3)� sh(2Li) sh(2L3); i = 1; 2 (60)alors, avec un peu de travail, on peut r�e�ecrire (58) sous la forme matricielle�� ch(2L2) sh(2L2) + ��21 �� ch(2L1) sh(2L1) + ��22 ��� ch(2L3)sh(2L3)� = � ch(2L1)ch(2L2)� : (61)Maintenant, (61) d�etermine enti�erement ch(2L3) et sh(2L3), �a condition toute-fois que le syst�eme lin�eaire ne soit pas d�eg�en�er�e. Supposons donc�(K1; L1;K2; L2)��� ����� ch(2L2) sh(2L2) + ��21 �� ch(2L1) sh(2L1) + ��22 ����� = 0� � N: (62)Pour que les valeurs obtenuesch(2L3) = ���� ch(2L1) sh(2L2) + ��21 �ch(2L2) sh(2L1) + ��22 ���������� ch(2L2) sh(2L2) + ��21 �� ch(2L1) sh(2L1) + ��22 ����� (63)et sh(2L3) = ����� ch(2L2) ch(2L1)� ch(2L1) ch(2L2)��������� ch(2L2) sh(2L2) + ��21 �� ch(2L1) sh(2L1) + ��22 ����� (64)d�eterminent bien un L3 modulo i�, il faut encore controller qu'on ash2(2L3) + 1 = ch2(2L3), ce qui revient �a v�eri�er����� ch(2L2) ch(2L1)� ch(2L1) ch(2L2)����2 + ����� ch(2L2) sh(2L2) + ��21 �� ch(2L1) sh(2L1) + ��22 �����2� ���� ch(2L1) sh(2L2) + ��21 �ch(2L2) sh(2L1) + ��22 �����2 = 0: (65)Une s�erie de simpli�cations fastidieuses donne que (65) est �egal �a�� ch2(2L1)� ch2(2L2)����41 �+ 2��21 sh(2L2)� ��42 �� 2��22 sh(2L1)�: (66)Par ailleurs on peut v�eri�er que� sh(2K1) sh(2K2)����41 �+ 2��21 sh(2L2)� ��42 �� 2��22 sh(2L1)�=sh(2K2) sh(2L2)� sh(2K1) sh(2L1) = 0: (67)Nous avons donc �etabli (65) sous l'hypoth�ese suppl�ementaire�(K1; L1;K2; L2)�� sh(2K1) sh(2K2) = 0	 � N; (68)17



donc il existe un unique L3, d�e�ni modulo i�, tel que (58) soit v�eri��e. Mainten-ant, l'�equation ��1 = �22�23 (69)d�e�nit un unique K3 modulo i�. Reste �a v�eri�er, pour obtenir (57), qu'on a bien��i = �2j �2k (70)pour i = 2 et 3. Rappelons nous des formules (51) et (52). Par construction,nous avons donc ��1 = �22�23 ; ��1�2�3 = �41 ; ��2�1�3 = �42 : (71)Ces �equations entrainent que( ��2 = �21�23��3 = �21�22 ou ( ��2 = ��21�23��3 = ��21�22 : (72)Or, il est facile de v�eri�er que la deuxi�eme alternative, combin�ee avec (58),implique sh(2K1) sh(2L1) = � sh(2K2) sh(2L2); (73)qui est absurde, ceci �a condition toutefois que�(K1; L1;K2; L2)�� sh(2K1) sh(2L1) = sh(2K2) sh(2L2) = 0	 � N: (74)Maintenant, si on pose N �egal �a l'union des ensembles cit�es en (56), (62), (68)et (74), alors on peut mener l'argumentation du d�ebut �a la �n, ce qui ach�eve lad�emonstration du lemme. �Comme corollaire, nous avons :Proposition 6.3 Soient K1, L1, K2, L2 tels quesh(2K1) sh(2L1)= sh(2K2) sh(2L2), alors les matrices V (K1; L1) et W (L2;K2)commutent.D�emonstration. Supposons pour commencer que K1, L1, K2 et L2 satisfont auxconditions du lemme 6.2. Il existe donc un K3, un L3 et un R 6= 0 tels queR L 3

L 2L 1 =
3K

2K 1K : (75)Observons en plus que = 3-KK3 : (76)18



Nous allons ici faire grande utilisation du lemme 3.4 pour remplacer les formules(75) et (76) dans les prochains calculs. Le lecteur se convaincra que la constantemultiplicative R n'est pas gênante. En e�et, la d�emonstration du lemme 3.4utilise la notation \matricielle" des fonctions de partition. Or, tout le mondesait que c(AB) = (cA)B est valable quand A et B sont des matrices et c est unscalaire.On peut maintanant calculer :V (K1; L1)W (L2;K2) == � � � K2L 2 L 2

K1

K2

K1
L 1L 1 � � � = � � � L 2

L 1

K2

K1

K1

K3 3-K

K2

L 1

L 2 � � � == R � � � 3-K

K2

K1

3L

L 1

L 2

L 1 L 2

L 1L 2 � � � = � � � L 2
K2

K1
L 1

K1

K2

3-KK3

L 2

L 1 � � � == : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : == � � � L 2
K2

K1
L 1K2

3-K

L 2

L 1K1

K3 � � � = R � � � L 1

L 2

3-K

K2

K1

L 2

L 1

L 2

L 1

3L � � � == � � � K33-K

K1

K2

L 1

L 2

L 1

K2 L 2

K1 � � � = � � � K1

L 2

L 1

K2

L 1

K2

K1

L 2 � � � ==W (L2;K2)V (K1; L1):Les points de suspension au millieu signi�ent qu'on fait le tour de l'anneau enappliquant (75) �a chaque �etape, pour �nalement revenir de l'autre côt�e.Pour terminer la d�emonstration, il reste �a montrer que les deux matrices com-mutent même en dehors des conditions du lemme 6.2. Il su�t pour cela d'ob-server que l'ensemble N du lemme 6.2 est d'int�erieur vide et d'invoquer unargument de continuit�e. �On est maintenant en mesure d'�enoncer un r�esultat principal concernant lesmatrices V (K;L) et W (K;L).Proposition 6.4 Soit � 2 R� , alors les matrices V (K;L), W (K;L) telles quesh(2K) sh(2L) = � engendrent avec les matrices C et R, d�e�nies en (42) et(43), une �-alg�ebre ab�elienne de matrices.D�emonstration. Les relations 1, 2 et 3 de la proposition 5.2 nous disent quel'alg�ebre engendr�ee par les matrices ci-dessus est d�ej�a une �-alg�ebre (car � 2 R).Le fait que cette alg�ebre soit ab�elienne se v�eri�e donc sur les g�en�erateurs. Or,tout ce dont on a besoin �a cet e�et a d�ej�a �et�e �ennonc�e dans les point 4, 5, 6 dela proposition 5.2 et dans la proposition 6.3. �19



Appelons A� cette �-alg�ebre de matrices 2n � 2n. Vu que A� est ab�elienne,il existe une base orthonorm�ee de C 2n qui diagonalise simultan�ement tous les�el�ements de A�. Soit x un �el�ement quelconque de cette base. On obtient des�equations V (K;L)x = v(K;L;x)xW (K;L)x = w(K;L;x)xCx = c(x)xRx = r(x)x; (77)o�u v(K;L;x), w(K;L;x), c(x) et r(x) sont des scalaires. Choisissons un tel xune fois pour toutes et notons les valeurs propres ci-dessus v(K;L), w(K;L), cet r, en ometant de signaler la d�ependance par rapport �a x. Si on applique lepoint 4 de la proposition 5.2 au vecteur x, on observe que v(K;L) � c = w(K;L).On peut donc d�e�nir�(K;L) : = c1=2v(K;L) = c�1=2w(K;L): (78)qui est une des racines carr�ees de la valeur propre de la matrice de transfertT (K;L), associ�ee au vecteur x (rappelons que T (K;L) est la fonction de par-tition du syst�eme repr�esent�e en (38)). En e�et, T (K;L) = V (K;L)W (K;L), eton a bien �2(K;L) = v(K;L)w(K;L). On remarquera que �(K;L) n'est d�e�niequ'�a un signe pr�es.Avant de continuer avec les �(K;L), montrons encore une propri�et�e des matricesV (K;L) et W (K;L).Proposition 6.5 Les matrices V et W , satisfont la conditionV (K;L)W (L+ i�2 ;�K) = �2i sh(2L)�nId+ �� 2i sh(2K)�nR; (79)o�u R est la matrice d�e�nie en (43).D�emonstration. Le membre de droite de (79) est �egal �a la fonction de partitiondu syst�eme
: : : πi

2L+ πi
2L+

L K L K

-K -K : : :

20



Vu que ce syst�eme se d�ecompose en segments qui n'\interragissent" pas entreeux, on ahV (K;L)W (L+ i�2 ;�K)i��0 = nYj=1 πi
2L+

σ /

j
σ /

j+1

σ
j j+1

σ

L K

-K= nYj=1 �i�0j �eK(�j+1��0j+1)+L(�j+�0j ) � e�K(�j+1��0j+1)�L(�j+�0j )��= nYj=1 �2i�0j � ch(K(�j+1 � �0j+1)) sh(L(�j + �0j))+sh(K(�j+1 � �0j+1)) ch(L(�j + �0j))�� :
(80)

Si � 6= �0 et � 6= ��0, il existera forc�ement un j tel que �j = ��0j et �j+1 = �0j+1.Le facteur correspondant �a ce j sera donc nul et de même pour tout le produit.Consid�erons les deux cas restants.1. Si � = �0, alors (80) devientnYj=1 �2i�j sh(2L�j)� = �2i sh(2L)�n: (81)2. Si � = ��0, (80) devientnYj=1 �2i��j sh(2K�j+1)� = nYj=1 �2i��j sh(2K�j)� = �� 2i sh(2K)�n: (82)On a donc montr�e quehV (K;L)W (L+ i�2 ;�K)i��0 = �2i sh(2L)�n��;�0 + �� 2i sh(2K)�n��;��0= h�2i sh(2L)�nId+ �� 2i sh(2K)�nRi��0: (83)�Corollaire 6.6 La fonction �, d�e�nie en (78) satisfait l'�equation�(K;L)�(L+ i�2 ;�K) = �2i sh(2L)�n + �� 2i sh(2K)�nr: (84)D�emonstration. Appliquer la proposition 6.5 au vecteur propre x. �
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En appliquant au vecteur x les points 5, 7 et 8 de la proposition 5.2, on obtientencore les relations �(�K;�L) = r�(K;L); (85)�(K + i�; L) = �(K;L+ i�) = (�1)n�(K;L) (86)et �(K + i�2 ; L� i�2 ) = �(K;L): (87)On est tr�es interess�es �a pouvoir consid�erer � comme une fonction d�e�nie surn(K;L) 2 C =i�Z� C =i�Z ��� sh(2K) sh(2L) = �o ; (88)cependant (86) nous dit que ce n'est possible que si n est pair. Supposonsdor�enavant que n est pair et introduisonsp : = n2 : (89)La suite des calculs se basera sur une param�etrisation astucieuse de l'ensemble(88), qui permettra de voir � comme fonction d'une seule variable complexe.7 Fonctions elliptiquesUne fonction m�eromorphe f est dite elliptique si il existe deux nombres !1 et!2, R-lin�eairement ind�ependants, tels que f(u) = f(u+ !1) = F (u+ !2); 8u 2C . Les nombres !1 et !2 s'appellent les p�eriodes de f . On d�enomme par-all�ellogramme fondammental (ou rectangle fondammental) la surface C =!1Z+!2Z.Nous n'avons pas l'intention de faire ici toute la th�eorie des fonctions ellipt-iques. Ennon�cons simplement, et sans d�emonstration pour la plupart, les diversr�esultats que nous allons utiliser. Le lecteur qui veut en savoir plus sur le sujetpourra par exemple consulter [Chan].Proposition 7.1 Toute fonction elliptique holomorphe est constante.Proposition 7.2 soit f , une fonction elliptique. Alors la somme sur le par-all�ellogramme fondammental des multiplicit�es des z�eros de f est �egale �a lasomme des multiplicit�es des pôles de f .On appelle ce nombre le degr�e de f .Proposition 7.3 soit f , une fonction elliptique de degr�e d. Alors, pour touta 2 C , f�1(a) se compose de d points (compt�es dans le parall�ellogramme fon-dammental et avec mulitplicit�es).D�emonstration. Appliquer la proposition 7.2 �a f � a, qui a les mêmes pôles quef . �Proposition 7.4 Soient f et g deux fonctions elliptiques de même degr�e avecmêmes z�eros et pôles (compt�es avec multiplicit�es). Alors f et g sont proportion-nelles.D�emonstration. Appliquer la proposition 7.1 au quotient fg . �22



Proposition 7.5 Soit f une fonction elliptique de degr�e d, et soient a1; : : : ; adses z�eros et b1; : : : ; bd ses pôles (compt�es avec multiplicit�es). AlorsdXi=1 ai = dXi=1 bi mod(!1; !2):Les fonctions elliptiques que nous utiliserons le plus sont les fonctions sn, cn etdn de Jacobi, d�ependant d'un param�etre k 2 ]0; 1[.Proposition 7.6 Pour tout nombre r�eel k 2 ]0; 1[, il existe des nombres I; I 0 2R et des fonctions elliptiques sn, cn et dn, �a valeurs r�eelles sur R, de degr�e 4et de p�eriodes 4I et 4iI 0 telles que les propri�et�es suivantes soient v�eri��ees :sn(�u) = � sn(u) cn(�u) = cn(u) dn(�u) = dn(u)sn(2I � u) = sn(u) cn(2I � u) = � cn(u) dn(2I � u) = dn(u)sn(2iI 0 � u) = � sn(u) cn(2iI 0 � u) = � cn(u) dn(2iI 0 � u) = � dn(u)sn(0) = 0 cn(I) = 0 dn(I + iI 0) = 0cn(0) = dn(0) = 1sn0(0) = 1 sn(iI 0) = sn(iI 0) = dn(iI 0) =1sn2(u) + cn2(u) = k2 sn2(u) + dn2(u) = 1:De plus, pour un choix donn�e de k, les fonctions sn, cn et dn sont uniques �asatisfaire toutes les formules ci-dessus. On appelle k, le modulus des fonctionssn, cn et dn.Remarquons que sn est aussi 2iI 0-p�eriodique, cn est aussi 2I+2iI 0-p�eriodique etdn est aussi 2I-p�eriodique. Consid�er�ees comme telles, les fonctions sn, cn et dnsont de degr�e 2. Il est toutefois plus agr�eable de garder les p�eriodes communes4I et 4iI 0. Dor�enavant, chaque fois qu'on se donne un modulus k, les lettres I etI 0 d�esigneront automatiquement les quarts de p�eriodes des fonctions de Jacobiassoci�ees.Une des propri�et�es les plus remarquables des fonctions de Jacobi, c'est qu'ilexiste des \formules d'addition" :sn(u+ v) = sn(u) cn(v) dn(v) + sn(v) cn(u) dn(u)1� k2 sn2(u) sn2(v) : (90)cn(u+ v) = cn(u) cn(v) + sn(u) dn(u) sn(v) dn(v)1� k2 sn2(u) sn2(v) : (91)dn(u+ v) = dn(u) dn(v) + k2 sn(u) cn(u) sn(v) cn(v)1� k2 sn2(u) sn2(v) : (92)Posons encore k0 : = +p1� k2. On a ici un tableau qui r�esume quelques
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propri�et�es suppl�ementaires des fonctions de Jacobi de modulus k :f sn cn dnf(u+ I) cndn �k0 sndn k0 1dnf(u+ I + iI 0) �k�1 dncn �ik0k 1cn ik0 sncnf(u+ iI 0) k�1 1sn �ik�1 dnsn �i cnsnf 0 cn � dn � sn � dn �k2 sn � cn (93)Voici encore les termes principaux aux voisinages des points sp�eciaux :f sn cn dnf(u) u+O(u3) 1 +O(u2) 1 +O(u2)f(I + u) 1 +O(u2) �k0u+O(u3) k0 +O(u2)f(I + iI 0 + u) k�1 +O(u2) �ik0k +O(u2) ik0u+O(u3)f(iI 0 + u) k�1 1u +O(u) �ik�1 1u +O(u) �i 1u +O(u) (94)Lemme 7.7 Soit k 2 ]0; 1[, et soient x, y, z 2 C tels que x2+y2 = k2x2+z2 = 1,alors il existe un unique u 2 C =4IZ+ 4iI 0Z satisfaisantsn(u) = x; cn(u) = y et dn(u) = z: (95)D�emonstration.Existence : Soit u1 2 dn�1(z), qui n'est pas vide par la proposition 7.3.k2 sn2(u1) + dn2(u1) = 1 ) sn(u1) = �x:Si sn(u1) = x, posons u2 : = u1, sinon u2 : = �u1, et on a ainsi u2 2sn�1(x) \ dn�1(z). Maintenantsn2(u2) + cn2(u2) = 1 ) cn(u2) = �y:Si cn(u2) = y, posons u : = u2, sinon u : = I � u2. On v�eri�e facilement quesn(u) = x, cn(u) = y et que dn(u) = z.Unicit�e : Soient � : u 7! �u� : u 7! 2I � u
 : u 7! 2I + 2iI 0 � udes sym�etries de C =4IZ+ 4iI 0Z, et soit G le groupe commutatif d'ordre 8 en-gendr�e par �, � et 
. Notons G�� , les sous groupe d'ordre 4 engendr�e par lessym�etries � et �.Soient u, u0 satisfaisant tous deux (95) :sn(u) = sn(u0) ) u0 2 G�
(u)cn(u) = cn(u0) ) u0 2 G�
(u)dn(u) = dn(u0) ) u0 2 G��(u):Or, il se trouve que G�� \ G�
 \ G�
 est r�eduit �a un seul �el�ement. On a doncu = u0. �24



Pour un certain choix de x, y, z satisfaisant x2 + y2 = k2x2 + z2 = 1, voici lesensembles sn�1(x), cn�1(y), dn�1(z) dans le rectangle fondammental :
2 I

2iI /

0

sn�1(x) : �, cn�1(y) : 4, dn�1(z) : �.Grace aux fonctions de Jacobi, on va pouvoir param�etriser l'ensemble (88).D�esagr�eablement, le param�etre � de (88) peut prendre toutes les valeurs r�eellespositives, alors que le modulus des fonctions de Jacobi ne prend que les valeursde 0 �a 1. C'est pour cela qu'on va dor�enavant toujours s�eparer les cas � > 1 et� < 1.Proposition 7.8 Soit � un r�eel positif di��erent de 1. On a une param�erisationbijective de l'ensemble des (K;L) 2 C =i�Z�C =i�Z satisfaisant sh(2K) sh(2L)=� par u 2 C =4IZ+ 4iI 0Znf0; iI 0; 2iI 0; 3iI 0; 2I; 2I + iI 0; 2I + 2iI 0; 2I + 3iI 0g (96)donn�ee par :1. Si � > 1 8>><>>: sh(2K) = �i sn(u)ch(2K) = cn(u)sh(2L) = i�= sn(u)ch(2L) = i� dn(u)= sn(u) (97)o�u sn, cn et dn sont les fonctions de Jacobi (4I; 4iI 0)-p�eriodiques de mod-ulus ��1.2. Si � < 1 8>><>>: sh(2K) = �i� sn(u)ch(2K) = dn(u)sh(2L) = i= sn(u)ch(2L) = i cn(u)= sn(u) (98)o�u sn, cn et dn sont de modulus �.Pour �eviter des confusions, on notera toujours \�" pour la constante25



sh(2K) sh(2L) et \k" pour le modulus des fonctions de Jacobi. Ils sont reli�espar la relation k : = (��1 si � > 1� si � < 1: (99)D�emonstration. PosonsA : = n(K;L) 2 C =i�Z� C =i�Z��� sh(2K) sh(2L) = �oB : = n(a; b) 2 C 2 ��� a� a�12 � b� b�12 = �; a; b 6= 0oC : = n(x; y; z) 2 C 3 ��� x2 + y2 = ��2x2 + z2 = 1; x 6= 0oD : = �C =4IZ+ 4iI 0Z�nf0; iI 0; 2iI 0; 3iI 0; 2I; 2I + iI 0; 2I + 2iI 0; 2I + 3iI 0g:(100)Nous allons montrer qu'il y a des bijections entre chacun de ces ensembles. EntreA et B, la bijection est donn�ee par(a : = e2Kb : = e2L et (K : = 12 ln(a)L : = 12 ln(b) : (101)Entre B et C, on a8>>>>><>>>>>:x : = ia� a�12 = i��b� b�12 ��1y : = a+ a�12z : = b+ b�1b� b�1 et 8>>>>><>>>>>:a : = y � ixb : = i�1 + zxa�1 = y + ixb�1 = i��1 + zx : (102)Finalement, entre C et D, on a les formulesnx = sn(u); y = cn(u); z = dn(u) si � > 1nx = � sn(u); y = dn(u); z = cn(u) si � < 1; (103)qui d�e�nissent bien u de par le lemme 7.7. Remarquons que si on tient �a n'avoirque les valeurs �nies de x, y, z et que x 6= 0 alors, il convient d'enlever les points0, iI 0, 2iI 0,... de C =4IZ+4iI 0Z. Il est facile de voir qu'en composant toutes cesbijections, on obtient les formules (97) et (98). �Le cas � = 1 est l�eg�erement di��erent, bien qu'essentiellement on l'obtient enfaisant tendre � vers 1. En e�et l'ensemble B de (100) n'est plus irr�eductible(au sens de la g�eom�etrie alg�ebrique). Du coup, on ne param�etrise plus que lamoiti�e de A.Rappelons-nous qu'�a la base, on s'int�eressait �aK et L r�eels positifs (c'est comme�ca qu'on avait d�e�ni le mod�ele d'Ising).Lemme 7.9 Selon les conventions de la proposition 7.8, on aK;L 2 R+ , u 2 ]0; iI 0[� iR=4iI 0Z: (104)26



D�emonstration. L'implication \(" se v�eri�e �a la main (pour autant que le lec-teur soit su�sament familier avec les fonctions de Jacobi !). Vu que u ! 0 )(K;L)! (0;1) et que u! iI 0 ) (K;L)! (1; 0), on a une bijectionu 2 ]0; iI 0[�! �(K;L) 2 R+ � R+ �� sh(2K) sh(2L) = �	 ;ce qui ach�eve la preuve. �Voici maintenant un petit dictionnaire qui permet de traduire en fonction de ules op�erations faites avec K et L.Lemme 7.10 Soit � la bijection construite �a la proposition 7.8 :�(K;L)�� sh(2K) sh(2L) = �	 � ! C =4IZ+ 4iI 0ZSj Sj(K;L) u ;alors on a une correspondance (�a savoir, le fait d'être conjugu�ees par �) entreles di��erentes sym�etries des ensembles ci-dessus :(K;L) 7! (�K;L+ i�2 ) ! u 7! �u (105)(K;L) 7! (K + i�2 ; L+ i�2 ) ! (u 7! u+ 2I si � > 1u 7! u+ 2I + 2iI 0 si � < 1 (106)(K;L) 7! (L+ i�2 ;�K) ! u 7! u+ iI 0 (107)D�emonstration. Rappelons nous des ensembles A, B, C etD de (100) et essayonsde suivre pas �a pas ce que deviennent les sym�etries de A quand on les conjuguepar les bijections (101), (102) et (103). Pour la premi�ere, on a(K;L) 7! (�K;L+ i�2 ) ! (a; b) 7! (a�1;�b) !(x; y; z) 7! (�x; y; z) ! u 7! �u:Pour a seconde :(K;L) 7! (K + i�2 ; L+ i�2 ) ! (a; b) 7! (�a;�b) !(x; y; z) 7! (�x;�y; z) ! � u 7! u+ 2I si � > 1u 7! u+ 2I + 2iI 0 si � < 1 :Finalement, pour la derni�ere :(K;L) 7! (L+ i�2 ;�K) ! (a; b) 7! (�b; a�1) !(x; y; z) 7! (� 1x ;�i� zx ;�i yx ) ! u 7! u+ iI 0:Les deux premiers cas se v�eri�ent facilement. Par contre, le dernier est relative-ment d�elicat. Il faut bien sûr le v�eri�er ind�ependemment pour � > 1 et pour� < 1. Pour cela, on utilisera les donn�ees du tableau (93). C'est ici qu'il convi-ent d'être attentif car les fonction sn, cn et dn qu'on utilise en (103) sont demodulus k, qui est tantôt �egal �a �, et tantôt �egal �a ��1. �
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Grace au travail fait dans la propoition 7.8, la fonction �, d�e�nie en (78), qui�etait une fonction de K et L, devient une fonction de u 2 C =4IZ+4iI 0Z. Pourvoir que � (comme fonction de u) est une fonction elliptique, il faut montrerqu'elle n'a pas de singularit�es essentielles. Il su�t pour cela de tester les points0, iI 0, 2iI 0... 2 C =4IZ+ 4iI 0Z (vu que partout ailleurs � est visiblement holo-morphe).Lemme 7.11 Soit v(K;L), la fonction d�e�nie en (77). Selon la param�etrisationde la proposition 7.8, elle peut être consid�er�ee comme fonction de u. Alors, surle rectangle fondammental, la fonction v(u) a des pôles d'ordre au plus p en 0,iI 0, 2iI 0, 3iI 0, 2I, 2I + iI 0, 2I + 2iI 0 et 2I + 3iI 0 (rappelons que 2p = n et quen avait �et�e �x�e depuis les d�e�nitions (40) et (41)).D�emonstration. Selon la proposition 7.8, on a quesi � > 1 : � exp(2K) = cn(u)� i sn(u)exp(2L) = i��dn(u) + 1�= sn(u); (108)si � < 1 : � exp(2K) = dn(u)� i� sn(u)exp(2L) = i� cn(u) + 1�= sn(u): (109)Si on consid�ere exp(2K) et exp(2L) comme des fonctions de u, l'ensemble dez�eros et des pôles de la premi�ere est compos�e de iI 0, 3iI 0, 2I + iI 0 et 2I + 3iI 0alors que l'ensemble de z�eros et des pôles de la seconde est compos�e de 0, 2iI 0, 2Iet 2I +2iI 0. En e�et, il est facile de v�eri�er que les points mentionn�es ci-dessussont bien des z�eros et des pôles simples de exp(2K) et exp(2L) (deux z�eros etdeux pôles dans chaque cas). Par ailleurs, il est �evident qu'il n'y a pas d'autrespôles, on en d�eduit donc par la proposition 7.2, qu'il n'y a pas non plus d'autresz�eros.
si � > 1 : 0 2 I

2iI /

0

2iI /
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exp(2K) exp(2L)z�eros :�; pôles :�.28



Maintenant, les composantes de la matrice V (K;L), sont donn�ees parV (u)��0 � V (K;L)��0 = exp�K(2p� 2]fjj�j=�0jg) + L(2p� 2]fjj�j=�0j+1g)�= exp(2K)p�]fjj�j=�0jg exp(2L)p�]fjj�j=�0j+1g:Les exposants ci-dessus prennent des valeurs entre �p et p. Vues comme fonc-tions de u, les composantes de la matrice V ont donc des pôles d'ordre au plusp en 0, iI 0, 2iI 0...Par ailleurs, rappelons que x est un vecteur propre de V (K;L) qui avait �et�echoisi une fois pour toutes. Les composantes de x �etant naturellement index�eespar les �etats � 2 E(f1; : : : ; ng), on les notera x� . Vu que x est vecteur propre,on a que X� V (K;L)�0� x� = v(K;L)x�0 ;ou encore v(u) � v(K;L) =X� V (K;L)�0� x�x�0 :Quitte �a choisir un �0 tel que x�0 6= 0, on a donc exprim�e v(u) comme com-binaison lin�eaire des �el�ements d'une ligne de la matrice V (u) � V (K;L). Lespôles d'une combinaison lin�eaire de fonctions �etant au plus ceux des fonctionsdont on �etait partis, ceci ach�eve la d�emonstration du lemme. �Corollaire 7.12 La fonction �(u) = c1=2v(u) a, elle aussi, des pôles d'ordreau plus p en 0, iI 0, 2iI 0, 3iI 0, 2I, iI 0 + 2I, 2iI 0 + 2I et 3iI 0 + 2I.Remarque.On verra par un autre argument que ces pôles sont en fait d'ordreexactement p.8 Les z�eros de �(u)Rassemblons toutes les informations que l'on a d�ej�a sur la fonction �(u) :Proposition 8.1 La fonction �(u), d�e�nie en (78) et vue comme fonction deu 2 C =4IZ+4iI 0Z par la param�etrisation de la proposition 7.8, est une fonctionelliptique qui satisfait(�(u+ 2I) = �(u) si � > 1�(u+ 2I + 2iI 0) = �(u) si � < 1; (110)�(u+ 2iI 0) = r�(u) (111)et �(u)�(u+ iI 0) = 8><>: � 2�sn(u)�2p+� 2sn(u)�2pr si � > 1� 2sn(u)�2p+� 2� sn(u)�2pr si � < 1: (112)
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D�emonstration. Pour montrer (110), il su�t de combiner (87) avec (106).Pour (111), on observe en composant deux fois (107) puis (106) que(K;L) 7! (�K;�L) ! (u 7! u+ 2I + 2iI 0 si � > 1u 7! u+ 2I si � < 1;et on applique �a (85). On obtient�(u+ 2I + 2iI 0) = r�(u) si � > 1�(u+ 2I) = r�(u) si � < 1;puis on utilise le r�esultat (110), qu'on a d�ej�a �etabli.Finalement, (112) se d�eduit de (84) et (107), en substituant sh(2L) et sh(2K)par les valeurs donn�ees en (97) en (98). �Pour localiser les z�eros de �, (112) est extr�emement utile. En e�et, si u satisfait� 2�sn(u)�2p+� 2sn(u)�2pr = 0 si � > 1� 2sn(u)�2p+� 2� sn(u)�2pr = 0 si � < 1; (113)alors ou bien u, ou bien u+ iI 0 est un z�ero de �. Attention, Il ne faut pas s'at-tendre �a ce qu'on puisse d�eterminer exactement les z�eros de � car les d�e�nitions(77) et (78) d�ependent du choix, jusqu'ici arbitraire, du vecteur propre x.Rappelons que r est une valeur propre de la matrice R, d�e�nie en (43). On saitdepuis la proposition 5.2 que R2 = Id, donc r ne peut prendre que les valeurs +1et �1 (ceci d�epend du choix du vecteur x). La formule (113) est donc �equivalente�a ���1 sn2(u)�2p = �r si � > 1�� sn2(u)�2p = �r si � < 1; (114)qu'on est bien content de pouvoir r�e�ecrire sous la forme plus compacte�k sn2(u)�2p = �r (115)Une condition n�ess�essaire �a (115) est que la norme au carr�e de sn(u) soit �egale�a l'inverse du modulus (le modulus k vaut ��1 dans le premier cas et � dans lesecond). Regardons d�ej�a quand cette condition est v�eri��ee.Lemme 8.2 Soit sn la fonction de Jacobi de p�eriodes 4I et 2iI 0 et de modulusk. Alors on a �� sn(u)��2 = k�1 , Im(u) = I 02 (mod I 0) (116)et en plus, pour tout m 2 N,sn : nu 2 C =4IZ��� Im(u) = I 0(m+ 12 )o ! n z 2 C ��� jzj2 = k�1o (117)est une bijection. 30



D�emonstration.On sait par (93) que sn(u) sn(u + iI 0) = k�1, par ailleurs, vuque sn(u) est r�eelle pour u 2 R, on a aussi sn(�u) = sn(u). Maintenant, siIm(u) = I02 (mod I 0), alors u+ I 0 = �u (mod 2iI 0). Pour un tel u, on a doncj sn(u)j2 = sn(u) � sn(u)= sn(u) � sn(�u)= sn(u) � sn(u+ I 0) = k�1:On a donc exhib�e deux sous-ensembles de C =4IZ+2iI 0Z sur lesquels j sn(u)j2 =k�1, il s'agit de �u��� Im(u) = I 02 � et �u��� Im(u) = �I 02 � : (118)Reste �a voir que c'est les seuls.Les ensembles (118) sont topologiquement deux cercles disjoints. Par ailleurson sait que sn0 = cndn ne s'annule pas sur eux. La fonction sn est donc unrevêtement des ensembles (118) sur le cercle de rayon k� 12 . Or, sn est unefonction elliptique (4I; 2iI 0)-p�eriodique de degr�e 2, c'est �a dire que chaque pointz 2 C a exactement deux pr�eimages dans C =4IZ+ 2iI 0Z. On en d�eduit quesn : �u ��� Im(u) = I 02 � ! � z 2 C ��� jzj2 = k�1� (119)et sn : �u ��� Im(u) = �I 02 � !� z 2 C ��� jzj2 = k�1� (120)sont des bijections et que les ensembles (118) sont les seules pr�eimages du cerclede rayon k� 12 . �L'existence des bijections (117) nous permet d'introduire une fonction� : R �! R=4IZ (121)telle que sn��(�) � iI02 � = �k� 12 ei�: (122)On voit facilement que�(0) = �I; �(�2 ) = 0; �(�) = I et �( 3�2 ) = 2I (123)et que �(� � �) = ��(�): (124)Par ailleurs, on a aussi sn��(�) + iI02 � = �k� 12 e�i�: (125)
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8888 (126)Les valeurs prises par lafonction sn sur le rectangle fondamental.Revenons-en �a l'�equation (115). On peut maintenant a�rmer que�k sn2(u)�2p= �r , u =8>><>>:���j2p�� I 02 1�j�4p si r = �1���(j�1=2)2p �� I 02 1�j�4p si r = +1:(127)En e�et, (k sn2(u))2p est elliptique de degr�e 8p et on v�eri�e par (122) et (125)qu'on a bien ici les 8p pr�eimages de �r dans C =4IZ+ 2iI 0Z. Posons donc�j : =8>><>>:���j2p� si r = �1���(j�1=2)2p � si r = +1: (128)Rappelons (112), qu'on remet sous la forme de (84) :�(u)�(u+ iI 0) = �2i sh(2L)�2p + �2i sh(2K)�2pr: (129)Vu que (113) est �equivalent �a (115), on a par (127) et (128) que�(u)�(u+ iI 0) = 0 , u = �j + iI 0(m+1=2) 1 � j � 4pm 2 Z=4Z: (130)Sur le rectangle fondammental C =4IZ + 4iI 0Z, �(u) a donc 8p z�eros, r�epartisparmi ceux de �(u)�(u+ iI 0). On peut maintenant compl�eter le corollaire 7.12et a�rmer par la proposition 7.2 que les huit pôles de �(u) sont bien d'ordre p.Soit Z � ��j + iI 0(m+1=2)	 � C =4IZ+ 4iI 0Z32



l'ensemble des z�eros de �(u). On a par (110) et (111) queZ = Z + 2I = Z + 2iI 0:Par ailleurs ��j + iI 0(m+1=2)	 = Z t (Z + iI 0):En e�et, les z�eros de (129) sont tous simples (on peut le voir en d�erivant ou bienen appliquant la proposition 7.2), ce qui justi�e l'union disjointe.
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�(u)�(u+ iI 0) �(u)z�eros :�; pôles :�.On en d�eduit qu'il existe des 
j = �1, 1 � j � 2p tels que�(u) = 0 , u = �j � 
j iI02 (mod 2I; 2iI 0) 1 � j � 2p: (131)Avant de continuer, discutons un peu les r�esultats obtenus. On avait �a la base,une matrice de transfert T (K;L) � T (u) dont on cherchait la valeur propremaximale. On a choisi un vecteur propre quelconque x et on a introduit unegrandeur �(u) � �(u;x), d�e�nie �a un signe pr�es, telle queT (u)x = �2(u)x:Jusqu'�a pr�esent, on a uniquement cherch�e �a dire des choses qui soient v�eri��eespour tous les �(u;x). Vu qu'il existe 2n vecteurs propres x (rappelons que n =2p), on s'attend �a trouver 2n fonctions �(u) � �(u;x) di��erentes, et qui n'ontpas les mêmes ensembles de z�eros Z(x) (ceci est une hypoth�ese a priori et iln'y a aucun argument qui la justi�e !). La formule (131) nous dit maintenantquelles sont les possibilit�es pour Z(x). Il y a 2 choix pour r = �1 et 22p choixpour les 
j = �1, ce qui fait 22p+1 = 2n+1 choix au total. Heureusement, on aune condition suppl�ementaire, �a savoir (110), ce qui �elimine la moiti�e des cas.En e�et, �(u) est((2I; 4iI 0)-p�eriodique si � > 1(2I + 2iI 0; 4iI 0)-p�eriodique si � < 1;33



et il faut que la proposition 7.5 soit v�eri��ee. Cela revient �a demander2pXj=1 ��j � 
j iI02 �+ 2pXj=1 ��j � 
j iI02 + 2iI 0� = 2piI 0(mod 2I; 4iI 0) si � > 1(mod 2I + 2iI 0; 4iI 0) si � < 1: (132)On calcule en utilisant (124)2 2pXj=1 �j = (2I si r = �10 si r = +1: (133)Pour v�eri�er (132), il faut donc que2pXj=1 
j = (2p (mod 4) si � > 1 ou r = +12p+ 2 (mod 4) si � < 1 et r = �1: (134)On a �elimin�e la moiti�e des choix : il ne nous en reste plus que 2n. Il y a \don-c" bijection entre les vecteurs propres x et les choix restants de r et de 
j .La recherche de la valeur propre maximale �2max(u) est donc �equivalente �a larecherche des rmax et 
jmax correspondants.Revenons-en �a �(u), dont les z�eros et les pôles sont donn�es par (131) et par lecorollaire 7.12. On observe maintenant que les fonctions�(u)�(u+ iI 0) et 2pYj=1 sn�u� (�j � iI02 )�
j (135)ont mêmes z�eros et pôles. Il existe donc par la proposition 7.4 une constante� 6= 0 telle que �(u)�(u+ iI 0) = � 2pYj=1�k 12 sn�u� (�j � iI02 )��
j : (136)En multipliant (129) et (136), on obtient�2(u) = � h�2i sh(2L)�2p + �2i sh(2K)�2pri� 2pYj=1 �k 12 sn�u� (�j � iI02 )��
j : (137)Reste �a calculer � . On se rappelle �a cet e�et de (111) et de la formulek 12 sn(u) � k 12 sn(u+ iI 0) = 1; (138)on obtientr = �(u)�(u+ 2iI 0) = �(u)�(u+ iI 0) � �(u+ iI 0)�(u+ 2iI 0) = �2 2pYj=1 1 = �2: (139)34



A vrai dire, la seule donn�ee qui nous int�eresse vraiment, c'est que � est demodule 1.On peut maintenant identi�er les rmax et 
jmax qui nous donneront la valeurde �max(u). Premi�erement, on se rappelle que K et L sont r�eels. La matrice detransfert T (K;L) satisfait donc les conditions du th�eor�eme de Perron-Frobenius(�a savoir, que toutes les composantes sont positives). Le vecteur propre maximala donc lui aussi ses composantes positives. Par ailleurs, R est une matrice depermutation. On en d�eduit queRxmax = rmax xmaxa ses composantes positives et doncrmax = +1: (140)Pour d�eterminer les valeurs des 
jmax, il faut maximiser la norme de (137).En clair, si la norme de k 12 sn(u � (�j � iI02 )) est plus grande que 1, on aura
jmax = +1 et sinon 
jmax = �1.Lemme 8.3 On a l'�equivalence��k 12 sn(u)�� > 1 , Im(u) 2 ] I02 ; 3I02 [ (mod 2I 0): (141)D�emonstration. Par (116), on connait les sous-ensembles de C =4IZ+ 4iI 0Z surlesquels jk 12 sn(u)j > 1 et jk 12 sn(u)j < 1. Puis, on regarde (126) pour savoirlequel est le bon. �Vu que K, L 2 R+ , le lemme 7.9 nous dit que u 2 ]0; iI 0[ et, comme par miracle,on observe que Im(u� (�j � iI02 )) 2 ] I02 ; 3I02 [. On applique le lemme 8.3 :���k 12 sn�u� (�j � iI02 )���� > 1; (142)et on en d�eduit que 
jmax = +1 8j = 1�a2p: (143)On v�eri�e au passage que (134) est bien v�eri��ee.Etudions maintenant un peu le terme k 12 sn�u � (�j + i I02 )�. Pour simpli�erl'�ecriture, posonsuj : = �j � iI 02 ; �j : = 8><>:�j2p si r = �1�(j�1=2)2p si r = +1 ; (144)qui v�eri�ent par d�e�nitionsn(uj) = sn(�j � iI02 )= sn(�(�j)� iI02 ) = �k� 12 ei�j : (145)On utilise la formule d'addition de sn :k 12 sn(u� uj) = k 12 sn(u) cn(uj) dn(uj)� sn(uj) cn(u) dn(u)1� k2 sn2(u) sn2(uj)= k 12 sn(u) cn(uj) dn(uj) + ei�j cn(u) dn(u)1� k sn2(u)e2i�j : (146)35



Maintenant, on traite �a part l'un des termes qui apparait dans la formule ci-dessus : k 12 cn(uj) dn(uj) = �qk�1� sn2(uj)��1� k2 sn2(uj)�= �q�k � e2i�j��1� ke2i�j�= �ei�jq2k cos(2�j)� (1 + k2)= �iei�jq1 + k2 � 2k cos(2�j): (147)On sait que 1 + k2 � 2k cos(2�j) est toujours positif, il faut encore d�eterminerle signe de la racine. Pour cela, on se rapelle de � = �(�) donn�e parsn(�� iI02 ) = �k� 12 ei�: (148)Du coup, on ak 12 cn(�� iI02 ) dn(�� iI02 ) = k 12 dd� sn(� � iI02 )= � dd�ei� = �iei� d�d� : (149)Par ailleurs, on voit par (123) que d�d� > 0. Le signe de la racine est donc le\�". Posons ~cj : = +q1 + k2 � 2k cos(2�j); (150)et continuons �a transformer (146) :k 12 sn(u� uj) = �i sn(u)~cjei�j + cn(u) dn(u)ei�j1� k sn2(u)e2i�j= cn(u) dn(u)� i sn(u)~cje�i�j � k sn2(u)ei�j= i cn(u) dn(u)sn(u) + ~cjisn(u)e�i�j � ik sn(u)ei�j= 8>>>><>>>>: k ch(2K) ch(2L) + ~cjk sh(2L)e�i�j + k sh(2K)ei�j si � > 1ch(2K) ch(2L) + ~cjsh(2L)e�i�j + sh(2K)ei�j si � < 1:
(151)

Maintenant, on pose cj : = +q1 + �2 � 2� cos(2�j); (152)36



qui satisfait cj = k�1~cj si � > 1cj = ~cj si � < 1; (153)et on obtient k 12 sn(u� uj) = ch(2K) ch(2L) + cjsh(2K)ei�j + sh(2L)e�i�j : (154)Rassemblons les r�esultats obtenus en (137), (140), (143) et (154) :�2max(K;L) � �2max(u) = � h�2i sh(2L)�2p�2i sh(2K)2p�i� 2pYj=1 ch(2K) ch(2L) + cjsh(2K)ei�j + sh(2L)e�i�j : (155)On remarque avec satisfaction que le param�etre u a disparu, et de même pourles fonctions elliptiques, mais on peut encore simpli�er.Lemme 8.4 On a l'�egalit�e de polynômes(ix)2p + (�iy)2p = 2pYj=1 �e�i�jx+ ei�jy� ; (156)o�u les �j sont donn�es par la formule�j = �(j�1=2)2p 1 � j � 2p:D�emonstration. Comme (156) est homog�ene, on peut se restreindre au cas y = 1 :(ix)2p + (�i )2p = 2pYj=1 �e�i�jx+ ei�j� : (157)On v�eri�e d'abord que les deux polynômes ci-dessus ont même coe�cient de x2p2pYj=1 e�i�j = exp��i 2pXj=1 �j� = e�i�p = (�1 )p = ( i )2p:il faut encore v�eri�er que les racines sont les mêmes. Soient xj les racines dumembre de droite de (157) e�i�jxj + ei�j = 0:On a donc xj = �e2i�j = �e i�(j�1=2)p et on voit que(ixj)2p + (�i )2p = (�i )2pe2i�(j�1=2) + (�i )2p= (�i )2p�(�1 )2j�1 + 1�= 0:Maintenant, deux polynômes de même degr�e, avec mêmes coe�cients principauxet mêmes racines sont �egaux. �37



Les d�enominateurs de (155) se simpli�ent donc et il nous reste�2max(K;L) = � 2pYj=1 2� ch(2K) ch(2L) + cj�: (158)Les deux termes sont positifs et � est de norme 1 donc � = 1.Avant de �nir nous conseillons au lecteur d'�eventuellement relire les �enonc�esdes propositions 3.8 et 4.2. On en avait d�eduit la formule (39). Maintenant onconnait les valeurs explicites de �max(K;L; 2p) = �2max(K;L; p) et on calculeF (Ising(K;L)) = limn!1 12n ln ��max(K;L;n)�= limp!1 14p ln ��2max(K;L; p)� car n = 2p= limp!1 14p ln24 2pYj=1 2� ch(2K) ch(2L) + cj�35= limp!1 14p 2pXj=1 ln �2� ch(2K) ch(2L) +q1 + �2 � 2� cos(2�j)��= 12� Z �0 ln �2� ch(2K) ch(2L) +q1 + �2 � 2� cos(2�)�� d�;
(159)

o�u � vaut toujours sh(2K) sh(2L).Il faut tout de même un petit argument pour dire que cette formule est aussi val-able quand � = sh(2K) sh(2L) = 1. Cela r�esulte du fait que les valeurs propresd�ependent continument d'une matrice. Vu que la valeur propre maximale esttoujours r�eelle positive (par le th�eor�eme de Perron-Frobenius), elle aussi d�ependcontinument de la matrice et on avaleur propremax. de T (K 0; L0) @ > (K 0; L0)! (K;L) > �0 ! 1 > valeur propremax. de T (K;L):Du coup (158) est aussi valable si � = 1 et de même pour (159).9 ConclusionLa valeur de F (Ising), donn�ee en (159), a �et�e con�rm�ee par des m�ethodesnum�eriques et il n'y a aucun doute quand �a l'exactitude du r�esultat. Il convientcependant de dire deux mots sur le statut math�ematique �a lui donner. Commeon l'a d�ej�a fait remarquer, ce r�esultat est subordonn�e �a une hypoth�ese tr�esforte, �a savoir, que l'�energie libre F (Ising) soit bien d�e�nie selon la d�e�nition3.5. On avait aussi demand�e que les syst�emes �(K;L;n) (syst�emes introduits auparagraphe 5 qui tendent vers Ising(K;L)) aient leur �energie bien d�e�nie. C'estune hypoth�ese dont on aurait pu se passer �a relativement petits frais. Toutefoisnous ne l'avons pas fait car elle est dans un sens \n�egligeable" compar�ee �a lapr�ec�edente.Le seul th�eor�eme que l'on peut esp�erer �enoncer est donc de la forme \Si F (Ising)est bien d�e�nie, sa valeur est...". Or, même ainsi, il y a un trou dans la d�emonstration.38
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