
Etude d'un q-analogue de l'anneau de polynômesZ(x)A. Henriques1 L'anneau Z(x)Dans ce papier, Z(x) d�esigne l'anneau des polynômes p �a coe�cients rationnelsqui satisfont p(x) 2 Z 8x 2 Z. Si on introduit l'op�erateur de di��erence �nie� par �p(x) := p(x)� p(x� 1); (1)on peut alors consid�erer les �el�ements de Z(x) comme des fonctions polynomialeset donc poserDe�nition 1 Z(x) := np 2 Fon(Z;Z)���9n t:q: �np = 0o: (2)La d�e�nition du degr�e dp d'un polynôme suit naturellement:dp := (min (n � 0j�n+1p = 0) si p 6= 0�1 si p = 0; (3)et on a �np = 0 , n � dp+ 1: (4)On peut montrer que les polynômes bk;bk(x) := �x+ kk � = (x+ 1) � : : : � (x+ k)k! ; k � 0 (5)forment une base de Z(x).Pour cela, introduisons l'op�erateur ��1:x��1p(x) := 8>>>>>><>>>>>>: xXn=0 p(n) si x � 00 si x = �1��x�1Xn=1 p(�n) si x < �1 (6)qui est un inverse �a droite de �. On voit facilement que �bk+1 = bk et que��1bk = bk+1. De mani�ere plus g�en�erale, on a la formule��1�p = p� p(�1): (7)Montrons maintenant que 1



Proposition 1 Tout p 2 Z(x) s'�ecrit de fa�con unique comme somme �niep =Xk�0 ckbk avec ck 2 Z et bk(x) = �x+ kk �: (8)De plus, on a ck = �kp(�1).D�emonstration .Existence: Si p est constant, alors le r�esultat est trivial, supposons donc dp � 1et la proposition v�eri��ee pour tous les p0 tels que dp0 < dp. Nous avons parhypoth�ese de r�ecurrence�p =Xk�0 c0kbk avec c0k = �k�p(�1) = �k+1p(�1):Il en r�esulte par (7) quep = ��1�p+ p(�1) = p(�1) � b0 +Xk�1 c0k�1bk =Xk�0 ckbkavec ck = �kp(�1).Unicit�e: Pour montrer l'unicit�e, on a le droit de se restreindre au cas p = 0.Supposons donc nXk+1 ckbk = 0:Le degr�e de bn �etant strictement plus grand que celui des bk, (k < n), si cn�etait non nul, on aurait d(P ckbk) = n, ce qui est absurde. Il ne reste qu'�ait�erer l'argument pour montrer que tous les ck sont nuls et donc que l'�ecritureest unique. �Posons encore ��n := (��1)n: (9)On a alors que ��np est l'unique polynôme satisfaisant�n��np = p et ��np(x) = 0 8x; �n � x � �1: (10)Par exemple ��n1 = ��nbo = bn: (11)2 Les coe�cients q-binomiauxLes coe�cients binomiaux classiques peuvent être d�e�nis par�nk� := n!k!(n� k)! :Si on introduit la q-factorielle 2



n!q := nYi=1(1� qi); (12)on peut alors d�e�nir de mani�ere analogue les coe�cients q-binomiaux�nk�q := n!qk!q(n� k)!q (13)qui sont des polynômes palindromes en q, �a coe�cients entiers. Les q-binomiauxsont des q-analogues des binomiaux classiques, ce qui signi�e entre autres, quesi on pose q = 1, alors on retombe dans le cas classique.Pour la suite, il convient toutefois d'�etendre la d�e�nition (13) aux valeurs n�ega-tives de n et k. Posons doncDe�nition 2 �nk�q :=8><>: kYi=1 1� qn�k+i1� qi si k � 00 sinon (14)Il est facile de v�eri�er les relations de r�ecurrence de base des q-binomiaux�nk�q = �n� 1k � 1�q + qk�n� 1k �q (15)et �nk�q = �n� 1k �q + qn�k�n� 1k � 1�q ; (16)qui nous montrent que (14) d�e�nit bien des polynômes en q et non des fractionsrationnelles.A partir des relations (15) et (16), on obtient rapidement les formules�n+ k + 1k �q = kXl=0 ql�n+ ll �q (17)et �n+ k + 1k �q = kXl=0 q(n+1)l�n+ k � lk � l �q : (18)Montrons maintenant la 3



Proposition 2 Si t est une variable formelle, alors on a les formulesnYi=1(1 + tqi) = nXk=0 tkqk(k+1)=2�nk�q; n � 0 (19)et nYi=0(1� tqi)�1 = 1Xk=0 tk�n+ kk �q ; n � 0: (20)D�emonstration .Formule (19): Si n est nul, les deux membres valent 1 et la formule est v�eri��ee.Supposons donc n � 1 et proc�edons par r�ecurrence:nYi=1(1 + tqi) = (1 + tqn) n�1Yi=1 (1 + tqi)= (1 + tqn) n�1Xk=0 tkqk(k+1)=2�n� 1k �q= 1 + n�1Xk=1 tk qk(k+1)=2�n� 1k �q + qn+(k�1)k=2�n� 1k � 1�q!+ tnqn(n+1=2)= nXk=0 tkqk(k+1)=2�nk�q : par (16) �Formule (20): Comme avant, on proc�ede par r�ecurrence. Si n vaut 0, la formuleest facilement v�eri��ee, supposons donc n � 1:nYi=0(1� tqi)�1 = (1� tqn)�1 n�1Yi=0 (1� tqi)�1= 1Xk=0 tkqnk � 1Xk=0 tk�n+ k � 1k �q= 1Xk=0 tk kXl=0 qnl�n+ k � l � 1k � l �q!= 1Xk=0 tk�n+ kk �q : par (18) �Il est possible de synth�etiser (19) et (20) en une seule formule, �a savoir4



1Yi=1 1 + tqi1 + tqn+i = 1Xk=0 tkqk(k+1)=2�nk�q ; 8n 2 Z: (21)Si n > 0, on retrouve (19) tel quel, sinon, il faut remplacer q par q�1, t par �tet n par �1� n dans (20), et observer que�k � n� 1k �q�1 = (�1)kqk(k+1)=2�nk�q : (22)Montrons encore une des belles propri�et�es des q-binomiaux:Proposition 3 (q-analogue de la formule sommatoire de Chu-Vandermonde)�n+mk �q = kXl=0 ql(l+m�k)�nl�q� mk � l�q ; n;m 2 Z: (23)D�emonstration . Nous avons, de par la formule (19), quen+mYi=1 (1 + tqi) =Xk tkqk(k+1)=2�n+mk �q : (24)D�ecomposons le membre de gauche enmYi=0(1 + tqi) � nYi=0(1 + tqm+i)=Xk tkqk(k+1)=2�mk�q �Xk (tqm)kqk(k+1)=2�nk�q=Xk kXl=0  tk�lq(k�l)(k�l+1)=2� mk � l�q � (tqm)lql(l+1)=2�nl�q!=Xk tkqk(k+1)=2 kXl=0 ql(l+m�k)�nl�q� mk � l�q! :Le coe�cient de tk �etant �egal �a celui qui apparait en (24), nous avons doncmontr�e (23). �3 L'anneau Zq(x)Nous avons maintenant tous les outils pour d�e�nir l'anneau Zq(x), sous an-neau de l'anneau des fonctions de Z dans Z[q; q�1]. Les �el�ements de Zq(x)s'appelleront des q-polynômes. Naturellement, on s'arrangera de fa�con �a ce queles fonctions 5



Bk : x 7! �x+ kk �q ; k � 0 (25)soient des q-polynômes.Introduisons d'abord quelques op�erateurs sur Fon(Z;Z[q; q�1]).L'op�erateur de translation T : TP (x) := qxP (x); (26)dont la k-�eme puissance satisfaitT kP (x) = qkxP (x); k 2 Z: (27)Les op�erateurs de di��erence �nie �k:�kP (x) := P (x)� qkP (x� 1); k 2 Z: (28)Introduisons �egalement la notation P�:P�(x) = P (x� 1): (29)Tous ces op�erateurs sont visiblements Z[q; q�1]-lin�eaires.Voici encore quelques propri�et�es simples des op�erateurs T et �k:T k ��l = �k+l � T k (30)�k ��l = �l ��k (31)T k(P�) = qkb(T kP )� (32)�kP� = (�kP )� (33)T k+l(P �Q) = T kP � T lQ (34)�k+l(P �Q) = �kP �Q+ qk�lQ � P�: (35)Nous pouvons maintenant d�e�nir Zq(x)De�nition 3Zq(x) := �P 2 Fon(Z;Z[q; q�1])�� 9k1; : : : ; ks t:q: �k1 : : :�ksP = 0	(36)Il est raisonnable d'a�rmer que Zq(x) est un q-analogue de Z(x). Pour le voir,introduisons le projecteur� : Fon(Z;Z[q; q�1])! Fon(Z;Z)qui �evalue en q = 1: �(P )(x) := P (x)(1): (37)6



Par exemple �(Bk) = bk k � 0; (38)avec les bk comme en (5).Si P est un q-polynôme, alors on a que�(�kP ) = ��(P ) et �(T kP ) = �(P ); (39)ce qui peut se r�esumer par�(�k) = � et �(T k) = 1: (40)On voit donc que si on pose q = 1, la d�e�nition (36) se r�eduit �a (2) et donc��Zq(x)� = Z(x): (41)Les Bk, d�e�nis en (25) satisfont par (15) �a la relation�kBk = Bk�1; (42)en r�ep�etant (42) on d�eduit que�o : : :�kBk = 0; (43)et on a bien Bk 2 Zq(x); 8k � 0.3.1 Le degr�e d'un q-polynômeSoit P un q-polynôme. Par d�e�nition de Zq(x), il existe une suite (ki)i=1::s telque �k1 : : :�ksP = 0:Comme les op�erateurs �k commtuent entre eux, on peut regrouper les ki iden-tiques et �ecrire �n1k1 : : :�nsksP = 0Lemme 1 Si on a un q-polynôme P satisfaisant�n1k1 : : :�nsksP = 0 et �n01k1 : : :�n0sksP = 0; ni; n0i � 0;alors P satisfait aussi �min(n1;n01)k1 : : :�min(ns;n0s)ks P = 0: (44)7



D�emonstration . PosonsQ := �min(n1;n01)k1 : : :�min(ns;n0s)ks P:Quitte �a renumeroter les ki, on peut supposer que pour 1 � i � r on a ni > n0iet pour r + 1 � i � r + t on a ni < n0i. Si maintenant, on pose mi := jni � n0ij,on obtient �m1k1 : : :�mrkr Q = �n1k1 : : :�nsksP = 0 (45)et �mr+1kr+1 : : :�mr+tkr+t Q = �n01k1 : : :�n0sksP = 0: (46)Si t ou r = 0, alors Q = 0 et il n'y a rien �a montrer. Supposons donc r; t > 0 etle lemme v�eri��e pour tous les r0 � r, t0 � t, (r; t) 6= (r0; t0).Avant de continuer, introduisons quelques notations: Si C est un �el�ement deZ[q; q�1] de la forme C(q) =Xj2Zajqj ;alors on notera cj(C) := aj ; (47)et m(C) := min �j��aj 6= 0�: (48)Pour C = 0, on admettra m(C) = +1.Sous-lemme 1.1 Si un q-polynôme P satisfait�nkP = 0;alors il existe un entier b tel quem�P (x)� � kx+ b 8x 2 Z: (49)D�emonstration .Supposons P 6= 0. Par (30), nous avons�noT�kP = T�k�nkP = 0: (50)Comme l'op�erateur �o agit ind�ependemment sur les coe�cients des di��erentespuissances de q, on peut scinder (50) en�n�cj(T�kP )� = 0; 8j 2 Z:On en d�eduit que les cj(T�kP ) sont des polynômes de degr�e < n. Il ne peut enexister qu'un nombre �ni qui sont non nuls, posons donc8



b := min �j�� cj(T�kP ) 6= 0�:Par d�e�nition de b, on a b � m�T�kP (x)�; 8x;et comme m�T�kP (x)� = m�q�kxP (x)� = m�P (x)� � kx;on a montr�e (49). �Sous-lemme 1.2 Si un q-polynôme P satisfaitm�P (x)� � kx+ b; 8xet que l'on se donne k0 > k,alorsm��k0P (x)� � kx+ b et ckx+b��k0P (x)� = ckx+b�P (x)�; 8x 2 ZD�emonstration . Triviale. �Revenons �a la d�emonstration de (44). Quitte �a �echanger (45) et (46), et �arenum�eroter les ki, supposons que k1 est le plus petit des ki. Nous avons doncpar le sous-lemme 1.1 quem��m2k2 : : :�mrkr Q(x)� � k1x+ b; 8x 2 Z: (51)Par commutativit�e des �k et par (46), nous avons que�mr+1kr+1 : : :�nr+tkr+t ��m2k2 : : :�mrkr Q� = 0:En appliquant le sous-lemme 1.2, on obtientck1x+b��mr+1kr+1 : : :�nr+tkr+t ��m2k2 : : :�mrkr Q(x)��=ck1x+b��m2k2 : : :�mrkr Q(x)� = 0; 8x 2 Z:Ce r�esultat, avec (51), nous dit quem��m2k2 : : :�mrkr Q(x)� � k1x+ b+ 1; 8x 2 Z: (52)En it�erant le passage de (51) �a (52), on d�eduit que m��m2k2 : : :�mrkr Q(x)� estplus grand que tout entier, donc�m2k2 : : :�mrkr Q = 0: (53)On peut maintenant appliquer la r�ecurrence sur le syst�eme (46) et (53), doncQ = 0 et on a montr�e (44). �9



Ce lemme nous permet de d�e�nir le degr�e dP d'un q-polynôme, qui est en faitun multi-degr�e. Introduisons d'abord les notations qui seront utiles par la suite:Posons D̂ := ng : Z! N [ f�1go;on notera l'argument de g comme un indice:g : k 7! gk:Pour chaque g, d�e�nissons son supportsupp(g) := �k�� gk 6= �1	: (54)Le degr�e dP d'un q-polynôme sera un �el�ement deD := ng 2 D̂ t:q: supp(g) est �nio: (55)Soit g 2 D avec supp(g) = fk1; : : : ; ksg, on abr�egera�gk1+1k1 : : :�gks+1ks par �g: (56)On peut maintenant poserDe�nition 4 (degr�e d'un q-polynôme)dP := min�g 2 D���gP = 0�: (57)L'existence du minimum nous est garantie par le lemme 1, (57) est donc biend�e�ni.De plus on a �gP = 0 , g � dP: (58)Posons encore jgj := Xk2supp(g)(gk + 1); (59)qui satisfait �(�g) = �jgj: (60)Si on se donne un q-polynôme P , alors on a�jdP j��(P )� = ���dPP � = 0; (61)10



on en d�eduit par (4) que d��(P )� + 1 � jdP j: (62)Avec ces nouvelles notations, on peut reformuler (36) en des termes plus prochesde ceux utilis�es en (2), �a savoir:Zq(x) := nP 2 Fon(Z;Z[q; q�1]) ���9 g 2 D t:q: �gP = 0o: (63)Proposition 4 Le degr�e des q-polynômes Bn, d�e�nis en (25) satisfait(dBn)k = (0 si 0 � k � n�1 sinon (64)D�emonstration . Posons gk := (0 si 0 � k � n�1 sinon :On cherche �a montrer que g = dBn, ce qui signi�e que�gBn = 0 et g0 < g ) �g0Bn 6= 0:On a montr�e en (43) que �o : : :�nBn = �gBn = 0:Si maintenant on se donne g0 < g, on a aussijg0j < jgj = n+ 1;et comme ���g0Bn� = �jg0j�(Bn) = �jg0jbn 6= 0;on a �g0Bn 6= 0: �3.2 Le degr�e du produitSoit P et Q, des q-polynômes. Il est facile de v�eri�er qu'ils satisfontd(C � P ) = dP; 8C 2 Z[q; q�1]; C 6= 0; (65)�d(TnP )�k = (dP )k�n; (66)d(P�) = dP (67)11



et d(P +Q) � sup �dP; dQ�: (68)Come cons�equence de (66), on a aussisupp�d(TnP )� = n+ supp(dP ): (69)Avant de continuer, introduisons encore quelques notations:pour g; g0 2 D, on d�e�nit g � g0 et g(n) 2 D par(g � g0)k := maxn2Z �gn + g0k�n�; (70)et g(n)k := 8><>:gk si k 6= ngk � 1 si k = n et dk � 1�1 sinon : (71)On remarque que l'op�eration � ainsi d�e�nie sur D est commutative et assossia-tive. Par ailleurs, il est facile de v�eri�er quesupp(g � g0) = supp(g) + supp(g0): (72)Notons �egalement que si g = dP , alors on a g(n) = d(�nP ) et que si n 2 supp(g)alors �g = �g(n) ��n: (73)Montrons maintenant laProposition 5 Le degr�e du produit de deux q-polynômes P et Q satisfaitd(P �Q) � dP � dQ: (74)D�emonstration . Par (58), on a que (74) est �equivalent �a�dP�dQ(P �Q) = 0: (75)Proc�edons par r�ecurrence pour montrer (75). Si P = 0 ou Q = 0, (75) esttrivialement v�eri��ee. Supposons donc P;Q 6= 0 et (75) v�eri��e pour tous les P 0,Q0 tels que dP 0 � dP , dQ0 � dQ et (dP 0; dQ0) 6= (dP; dQ).Posons g := dP , g0 := dQ etk := min �supp(g��; l := min �supp(g0)�: (76)12



Vu que k + l 2 supp(g � g0), on a le droit de d�ecomposer (75) en�g�g0(P �Q) = �(g�g0)(k+l)��k+l(P �Q)�= �(g�g0)(k+l)��kP �Q+ qk�lQ � P��= �(g�g0)(k+l)��kP �Q�+ qk�(g�g0)(k+l)��lQ � P��:Lemme 2 Soient g; g0 2 D, k et l d�e�nis comme en (76), alors(g � g0)(k+l) � g(k) � g0 et (g � g0)(k+l) � g � g0(l): (77)D�emonstration (premi�ere in�egalit�e). Si n 6= k + l, alors(g � g0)(k+l)n = (g � g0)n � (g(k) � g0)n:Supposons donc n = k + l. Comme k = min(supp(g)) et l = min(supp(g0)), ona que (g � g0)n = gk + g0l:Distinguons les deux cas possibles:a. Si (g � g0)(k+l)n = 0, c'est que gk = g0l = 0;et donc (g � g0)(k+l)n = (g(k) � g0)n = �1:b. Si (g � g0)(k+l)n 6= 0, alors(g � g0)(k+l)n = (g � g0)n � 1 = gk + g0l � 1 �� g(k)k + g0l = (g(k) � g0)n:Nous avons donc montr�e (77). �Par hypoth�ese de r�ecurrence on a que�d(�kP )�dQ��kP �Q� = �g(k)�g0��kP �Q� = 0et �d(�lQ)�d(P�)��lQ � P�� = �g0(l)�g��lQ � P�� = 0:En appliquant le lemme on obtient�(g�g0)(k+l)��kP �Q� = 0 et �(g�g0)(k+l)��lQ � P�� = 0et on a montr�e (75) donc (74). �13



Corollaire 5.1 L'ensemble Zq(x), d�e�ni en (36), muni de l'addition et de lamultiplication des fonctions est un anneau.D�emonstration .La seule v�eri�cation �a e�ectuer est de savoir si les deux op�erations sont bieninternes. Pour cela, la d�e�nition �equivalente (63) est plus commode. Soientdonc P et Q, des q-polynômes. On a par (68) et (74) que�sup(dP;dQ)�P +Q� = 0 et �dP�dQ�P �Q� = 0;donc P +Q et P �Q sont �egalement des q-polynômes. �Par ailleurs, nous pouvons identi�er un sous-anneau remarquable, �a savoir,l'anneau Zoq(x), des q-polynômes P tels que dkP = 0 ou �1; 8 k 2 Z.Si on pose Do := �g 2 D�� gk � 0 8 k 2 Z	; (78)alors on peut �ecrire Zoq(x) := nP 2 Zq(x)��� dP 2 Doo: (79)C'est bien un sous-anneau carg; g0 2 Do ) sup(g; g0) 2 Do et g � g0 2 Do; (80)donc P;Q 2 Zoq(x) ) P +Q 2 Zoq(x) et P �Q 2 Zoq(x): (81)Les q-polynômes Bk, d�e�nis en (25), appartiennent par exemple �a Zoq(x), commenous l'indique (64), on a bien dBk 2 Do.3.3 Une base pour Zq(x)On a vu que la donn�ee en (6), d'un inverse de l'op�eration � a �et�e utile pourmontrer que les bk forment une base de Z(x). De mani�ere analogue, on d�e�nit��1k P (x) := 8>>>>>><>>>>>>: xXn=0 qk(x�n)P (n) si x � 00 si x = �1��x�1Xn=1 qk(x+n)P (�n) si x < �1 ; (82)qui est un inverse �a droite de �k, et qui satisfait��1k �kP (x) = P (x) � qk(x+1)P (�1): (83)Essayons maintenant de d�eterminer quels sont les q-polynômes Q qui satisfont�a l'�equation �gQ = P . 14



Lemme 3 Soit P un q-polynôme, g 2 D avec n = jgj, C1 : : : Cn 2 Z[q; q�1] etno 2 Z. Alors il existe un unique q-polynôme Q satisfaisant�gQ = P (84)et Q(no + i) = Ci pour 1 � i � n:D�emonstration .On peut �ecrire �g sous la forme �k1 : : :�kn :En d�eveloppant enti�erement �gQ(x), on obtient une expression du style�gQ(x) = �k1 : : :�knQ(x) = nXr=0ArQ(x� r);o�u les Ar sont des �el�ements de Z[q; q�1] qui d�ependent de g. Notons simple-ment que Ao et An sont inversibles dans Z[q; q�1], on peut même les �ecrireexplicitement: Ao = 1 et An = (�1)nqk1+:::+kn :On obtient donc un syst�eme d'�equations pour les valeurs de Q:nXr=0ArQ(x� r) = P (x); 8x 2 Z: (85)Si maintenant on se donne n valeurs successives de Q (par exemple pour no+1 �x � no + n), la valeur qui suit est enti�erement d�etermin�ee parAo �Q(no + n+ 1) = P (no + n+ 1)� nXr=1ArQ(no + n+ 1� r):De même, la valeur de Q qui pr�ec�ede est d�etermin�ee parAn �Q(no) = P (no + n)� n�1Xr=0ArQ(no + n� r):En it�erant le calcul, on obtient toutes les valeurs de Q pour x � no + n+ 1 etx � no. Le q-polynôme Q ainsi d�e�nit satisfait (85) par construction, et doncaussi (84). On a d�emontr�e l'existence et l'unicit�e. �
15



De�nition 5 On notera ��gP , l'unique q-polynôme Q satisfaisant�gQ = Pet Q(x) = 0 pour � jgj � x � �1:On peut voir que �(��g) = ��jgj: (86)Pour g, g0 2 D, d�e�nissons g+̂g0 2 D parg+̂g0 :=8><>:gk + g0k + 1 si gk; g0k � 0gk si g0k = �1g0k si gk = �1; (87)qui satisfait �g+̂g0 = �g ��g0 : (88)Il est facile de v�eri�er que jg+̂g0j = jgj+ jg0j (89)et que supp(g+̂g0) = supp(g) [ supp(g0): (90)Proposition 6 Soient g, g0 2 D, alors��(g+̂g0) = ��g0 ���g: (91)D�emonstration . Soit P un q-polynôme, on pose Q := ��(g+̂g0)P , qui satisfaitpar d�e�nition �g+̂g0Q = �g�g0Q = P (92)et Q(x) = 0 pour � jgj � jg0j = �jg+̂g0j � x � �1: (93)Si on �ecrit �g0Q(x) = jg0jXr=0ArQ(x� r);16



on voit que (93) implique�g0Q(x) = 0 pour � jgj � x � �1:Ceci, combin�e avec (92) nous donne�g0Q = ��gP: (94)Maintenant, (94) et (93) entrainentQ = ��g0��gPet on a montr�e (91). �Comme corollaire, on a que��g ���g0 = ��g0 ���g: (95)De même, si �g = �n1k1 : : :�nsks ;alors ��g = ��n1k1 : : :��nsks :On a vu que les Bk, tels qu'ils ont �et�e d�e�nis en (25) appartiennent tous ausous-anneau Zoq(x). Si maintenant on veut faire une base de Zq(x), il faut doncen introduire des nouveaux.De�nition 6 Pour g 2 D, Bg est l'unique q-polynôme satisfaisant�gBg = 0 (96)et Bg(0) = 1; Bg(x) = 0 pour � jgj+ 1 � x � �1: (97)Si supp(g) = ;, on admettera Bg = 0.Notons que �(Bg) = bjgj�1 (98)et que dBg = g: (99)Par ailleurs, si g = dBn, o�u Bn est d�e�ni comme en (25), alors on retombe surBg = Bn. 17



Proposition 7 Pour g, g0 2 D, supp(g) 6= ;, on a��g0Bg = Bg+̂g0 : (100)D�emonstration . Pour �jg0j � x � �1, on a bienBg+̂g0(x) = 0;ceci car �jg+̂g0j+ 1 = �jgj � jg0j+ 1 � �jg0j.Reste �a voir que �g0Bg+̂g0 = Bg:On a bien �g��g0Bg+̂g0� = �g+̂g0Bg+̂g0 = 0:Il reste donc �a voir que�g0Bg+̂g0(x) = (1 si x = 00 si � jgj+ 1 � x � �1 :Pour cela, on d�eveloppe�g0Bg+̂g0(x) = jg0jXr=0ArBg+̂g0(x� r):Tous les termes de la somme sont nuls sauf quand x = 0 et r = 0, o�u l'on obtient1. Nous avons donc montr�e (100). �En particulier, si k 2 supp(g), (100) nous dit queBg = ��1k Bg(k) : (101)De�nition 7 On appellera \suite r�eguli�ere" dans D, toute suite croissante(gi)i2N, d'�el�ements de D satisfaisantjgij = i 8 i � 0 (102)et 8 g 2 D 9 i t:q: g � gi: (103)De même, une suite croissante (gi)i2N, d'�el�ements de Do, est r�eguli�ere dans Dosi elle satisfait (102) et 8 g 2 Do 9 i t:q: g � gi: (104)
18



Soit (gi) une suite r�eguli�ere (dans D ou dans Do). Vu que la suite est croissanteet que jgi�1j = jgij � 1, on a �gi = �ki ��gi�1 : (105)On d�etermine ainsi une suite d'entiers (ki)i�1 qui satisfont�gi := �k1 � : : : ��ki : (106)Pour (gi) r�eguli�ere dans D, chaque entier apparâ�tra une in�nit�e de fois dans(ki); pour (gi) r�eguli�ere dans Do, chaque entier y apparâ�tra exactement unefois.En pratique, la donn�ee de la suite r�eguli�ere est �equivalente �a la donn�ee de lasuite des ki.Proposition 8 Soit (gi) une suite r�eguli�ere dans D, alors tout P 2 Zq(x)s'�ecrit de fa�con unique comme somme �nieP =Xi�1 CiBgi avec Ci 2 Z[q; q�1]: (107)En plus, on a Ci = qki�gi�1P (�1).De même, si (gi) est r�eguli�ere dans Do, alors on obtient une d�ecompositionunique pour tous les P 2 Zoq(x).D�emonstration .Existence: Supposons d'abord P 2 Zq(x). Si P = 0 le r�esultat est trivial.Supposons donc P 6= 0 et la proposition v�eri��ee pour tous les P 0 tels quedP 0 < dP et pour toutes les suites (�gi), r�eguli�eres dans D. Soit (�gi), la suiter�eguli�ere d�e�nie par �gi := (gi+1)(k1);et qui satisfait ��gi = �ki+1 ���gi�1 :Par hypoth�ese de r�ecurrence, on peut d�ecomposer�k1P =Xi�1 C 0iB�gi ;avec les C 0i de la formeC 0i = qki+1��gi�1�k1P = qki+1�giP:On d�eveloppe maintenant P (x) en utilisant (83):P (x) = ��1k1 �k1P (x) + qk1(x+1)P (�1):Autrement dit 19



P = ��1k1 Xi�1 C 0iB�gi + qk1P (�1)Bg1= C1Bg1 +��1k1 Xi�2 C 0i�1B�gi�1= C1Bg1 +Xi�2 C 0i�1Bgi=Xi�1 CiBgi avec Ci = qki�gi�1P (�1):Soit maintenant P 2 Zoq(x) et (gi) r�eguli�ere dans Do. Il existe un io, tel quegio � dP . Consid�erons une suite (�gi) r�eguli�ere dans D, qui co��ncide avec (di)pour i � io. Vu que P 2 Zoq(x) � Zq(x), on aP =XCiB�gi ;avec Ci = qki��gi�1P (�1).Or, pour i > io, ��gi�1P (�1) = 0, il nous reste doncP = ioXi=1 CiB�gi = ioXi=1 CiBgi :Unicit�e:On a le droit de se restreindre au cas P = 0. Admettons quenXi=1 CiBgi = 0:Vu que �(Bgi) = bjgij�1 = bi�1, on a��XCiBgi� =X�(Ci)bi�1 = 0:En appliquant (8), on d�eduit que �(Ci) = Ci(1) = 0 8i, on peut donc extrâ�reun facteur (1� q) de chacun des Ci et �ecrireXCiBgi = (1� q)XC 0iBgi = 0:La construction ci-dessus pouvant être r�ep�et�ee r fois, on obtient que(1� q)r��Ci 8 r:Tous les Ci sont donc nuls, l'�ecriture est unique. �
20



4 Notationsp p 2 Z(x)� �p(x) = p(x)� p(x� 1)bk bk(x) = �x+kx �dp �np = 0 , n � dp+ 1��1 ����1p� = p; ��1p(�1) = 0P P 2 Zq(x)C C 2 Z[q; q�1]�nk�q �nk�q = kYi=1 1� qn�k+i1� qi 2 Z[q; q�1]Bk Bk(x) = �x+kx �qT k T kP (x) = qkxP (x)�k �kP (x) = P (x)� qkP (x� 1)P� P�(x) = P (x� 1)� �(C) = C(1)D fg : Z! N [ �1j supp(g) est �nig g : k 7! gksupp(g) supp(g) = fk j gk 6= �1g�g �g = �gk1+1k1 : : :�gks+1ks ; avec supp(g) = fk1 : : : ksgdP dP 2 D; �gP = 0 , g � dPjgj Xk2supp(g)(gk + 1); �(�g) = �jgjg � g0 (g � g0)k = maxn2Z(gn + g0k�n)g(n) �g(n) = �n ��g pour n 2 supp(g)Do Do = fg 2 D j gk � 0 8k 2 Zg��g �g���gP � = P; ��gP (x) = 0 pour � jgj � x � �1g+̂g0 �g+̂g0 = �g ��g0Bg dBg = g; Bg(x) = (1 si x = 00 si � jgj+ 1 � x � �121


