Etude d'un g-analogue de I'anneau de polynomes

Z{x)

A. Henriques

1 L’anneau Z(x)

Dans ce papier, Z(x) désigne ’anneau des polynoémes p a coeflicients rationnels
qui satisfont p(z) € Z Vz € Z. Si on introduit 'opérateur de différence finie
A par

Ap(z) = p(z) — plz — 1), (1)

on peut alors considérer les éléments de Z (z) comme des fonctions polynomiales
et donc poser

Definition 1
Z(z) := {p € Fon(Z,Z)|3In t.q. A"p= 0}. (2)
La définition du degré dp d’un polynome suit naturellement:

dp = {min(nzow“p:m i p#0

—00 si p= 0,
et on a
A"p=0 & n>dp+1. (4)
On peut montrer que les polynémes by,
k 1)-...- k
be(z) = (5”;; >:($+ ) = (@ + ), k>0 (5)

forment une base de Z(z).
Pour cela, introduisons I'opérateur A=1:

Zp(n) sio >0
n=0
zA " 'p(z) = 0 siox=-1 (6)

—z—1

- Z p(—n) si z< -1
n=1

qui est un inverse a droite de A. On voit facilement que Aby11 = by et que
A~1by = by,1. De maniere plus générale, on a la formule
A" Ap=p—p(-1). (7)

Montrons maintenant que



Proposition 1 Tout p € 7Z(x) s’écrit de facon unique comme somme finie

z+k
p 1;>0 Ck bk avec cp € e k() ( 5 ) (8)

De plus, on a ¢, = AFp(—1).

Démonstration .

Existence: Si p est constant, alors le résultat est trivial, supposons donc dp > 1
et la proposition vérifiée pour tous les p’ tels que dp’ < dp. Nous avons par
hypothese de récurrence

Ap = Z bk avec c, = AFAp(—1) = AFFp(—1).
k>0
Il en résulte par (7) que
p=A"Ap+p(=1) =p(=1) -bo+ Y ch b =D cxby

E>1 k>0

avec ¢, = AFp(—1).
Unicité: Pour montrer 'unicité, on a le droit de se restreindre au cas p = 0.

Supposons donc
n

Z Ckbk =0.

k+1

Le degré de b,, étant strictement plus grand que celui des by, (kK < n), si ¢,
était non nul, on aurait d(}_ cxbr) = n, ce qui est absurde. Il ne reste qu’a
itérer I’argument pour montrer que tous les ¢, sont nuls et donc que I'écriture
est unique. O

Posons encore
A" = (ATH"™, (9)
On a alors que A™"p est 'unique polynome satisfaisant
A"A "p=p et A7 "p(z) =0 Vz,—-n<z<-1 (10)
Par exemple

A"l =A"b, =b,. (11)

2 Les coefficients ¢-binomiaux

Les coefficients binomiaux classiques peuvent étre définis par

Si on introduit la g-factorielle



n

nty = - o), (12)

i=1

on peut alors définir de maniére analogue les coefficients ¢-binomiaux

<Z>q ~ ﬁ (13)

qui sont des polynomes palindromes en ¢, a coefficients entiers. Les ¢-binomiaux
sont des g-analogues des binomiaux classiques, ce qui signifie entre autres, que
si on pose g = 1, alors on retombe dans le cas classique.

Pour la suite, il convient toutefois d’étendre la définition (13) aux valeurs néga-
tives de n et k. Posons donc

Definition 2

k 1— qn7k+i
— & k>
(n) . lj[l T si k>0 (14)
k . i= )
0 sinon

1l est facile de vérifier les relations de récurrence de base des g-binomiaux

(:),= Goa) oo (), )

et

n n — 1> Lk <n — 1>
= +q" : (16)
() = (") v (i),
qui nous montrent que (14) définit bien des polynémes en ¢ et non des fractions

rationnelles.
A partir des relations (15) et (16), on obtient rapidement les formules

<n+z+1>q:zk:ql<nz+l>q an

=0

et

n+k+1 u n+k—1
("R = (). s

1=0

Montrons maintenant la



Proposition 2 Si ¢ est une variable formelle, alors on a les formules

H +tq') Ztk’“’““ <) n>0 (19)

et

Hlftq Zt’“<n+k> n > 0. (20)

Démonstration .
Formule (19): Si n est nul, les deux membres valent 1 et la formule est vérifiée.
Supposons donc n > 1 et procédons par récurrence:

[I+ta) = (1 +tq™) Hl—l—tq

! 1
14t thghten/2 (1
SIRTE)> ")

k=0

-1 n—1
=1 s (k+1)/2 (T nt(k—1)k/2
+§: ( k), k1),

+ 2fnqn(n-i-l/2)

=) thgktrn/ <Z> . par (16) 0
k=0 q

-
Il
=
,_.

Formule (20): Comme avant, on procéde par récurrence. Sin vaut 0, la formule
est facilement vérifiée, supposons donc n > 1:

[I0 1) = (-1 TL - 1)

:mtkan-mtk<n+k—1>

> gy Ty |

Ztk<qu<n k-1 >q>
k

=0 =0

<"‘ Z k)q. par (18) O

k

o0
Zt
k

=0

Il est possible de synthétiser (19) et (20) en une seule formule, a savoir



rp 1+tq ok k(k+1)/2 (T
| | —_— = E t 7. 21
i L+t I k), v e (2D

k=0 q

Si n > 0, on retrouve (19) tel quel, sinon, il faut remplacer q par ¢~ ', t par —t
et n par —1 — n dans (20), et observer que

<k2 1>q1 = (—1)kgh+1/2 <Z>q (22)

Montrons encore une des belles propriétés des g-binomiaux:

Proposition 3 (g-analogue de la formule sommatoire de Chu-Vandermonde)

Y I IR

Démonstration. Nous avons, de par la formule (19), que

n+m

+
IT (t+ta) Zt’“ k(k+1)/ <" km> . (24)
=1 q

Décomposons le membre de gauche en

m n
[T+t - TT @+ tg™*7)
i=0

i=0

_ th gk (k+1)/ k_k(k+1)/2 (T
Z < > q")"q k),

:ZZ tqu(kl)(lcl+1)/2< m > _(tqm)lql(l+1)/2 <"> )
k z_0< k=1), 1,

e () (7))

Le coefficient de t* étant égal & celui qui apparait en (24), nous avons donc
montré (23). O

3 L’anneau Z,(x)

Nous avons maintenant tous les outils pour définir 'anneau Z,(z), sous an-
neau de l'anneau des fonctions de Z dans Z[g,q !]. Les éléments de Z,()
s’appelleront des ¢-polynomes. Naturellement, on s’arrangera de facon a ce que
les fonctions



k
Bk:x|—><w—;€_>7 k>0 (25)
q

soient des ¢-polynémes.
Introduisons d’abord quelques opérateurs sur Fon(Z, Z[q, ¢ ]).
L’opérateur de translation T"
TP() = ¢"P(a), (26)

dont la k-eme puissance satisfait

T"P(z) = ¢**P(z), k€. (27)
Les opérateurs de différence finie Ay:
ALP(z):= P(z) — ¢*P(z — 1), k€. (28)
Introduisons également la notation P_:
P_(z) =Pz —1). (29)

Tous ces opérateurs sont visiblements Z[q, ¢ !]-linéaires.
Voici encore quelques propriétés simples des opérateurs T' et Ay:
TF oAy = ApyyoTH
Ak o Al = Al o Ak
T™P.) = ¢*(T*P)_
AP = (AyP)_
Tk:-H(P i Q) — TkP i TlQ
A (P-Q)=AP-Q+¢"AQ - P
Nous pouvons maintenant définir Z,(z)

Definition 3

Zy(x) :== {P € Fon(Z,Z[q,q ")) 3k1,... ,ks t.q. Ag, ...A P =0}
(36)

Il est raisonnable d’affirmer que Z () est un g-analogue de Z(z). Pour le voir,
introduisons le projecteur

7 : Fon(Z,Z]q,q']) — Fon(Z,7)

qui évalue en ¢ = 1:



Par exemple

W(Bk) == bk k Z 0, (38)

avec les b, comme en (5).
Si P est un ¢g-polynome, alors on a que

m(AyP) = An(P) et  w(T*P)=n(P), (39)

ce qui peut se résumer par

(A=A et a(TF) =1 (40)

On voit donc que si on pose g = 1, la définition (36) se réduit a (2) et donc

Les By, définis en (25) satisfont par (15) a la relation

ApBy, = By_1, (42)

en répétant (42) on déduit que

A,...AxB =0, (43)
et on a bien By € Zy(x), Yk > 0.

3.1 Le degré d’un ¢-polynome

Soit P un ¢-polynéme. Par définition de Z,(x), il existe une suite (k;);—1. s tel
que

Ag, ... Ay P =0.

Comme les opérateurs Ay commtuent entre eux, on peut regrouper les k; iden-
tiques et écrire

AllAPRP =0
Lemme 1 Si on a un g-polynome P satisfaisant
APY AP =0 et AZ: AZP =0, mnin; >0,

alors P satisfait aussi

AT g p (44



Démonstration. Posons
min(ni,n}) min(ng,n’)
Q::Ak1 AN “'P.

Quitte & renumeroter les k;, on peut supposer que pour 1 <i < r on a n; > n’Z

et pour r+1 < i <r+tonan; <nj Simaintenant, on pose m; := |n; — nj|,
on obtient
A ATQ =AY AP =0 (45)
et
m,. Mgt n n'q _
APELARHQ = AYLLA P =0, (46)

Sitour=0,alors @ =0 et il n’y arien a montrer. Supposons donc r,t > 0 et
le lemme vérifié pour tous les ' <r, t' <t, (r,t) # (r',t').

Avant de continuer, introduisons quelques notations: Si C' est un élément de
Z[q,q '] de la forme

JEZ

alors on notera
¢ (C) :=aj, (47)
et
m(C) := min (j‘aj #0). (48)
Pour C = 0, on admettra m(C) = +oc.
Sous-lemme 1.1 Si un g-polynéme P satisfait
AP =0,

alors il existe un entier b tel que

m(P(z)) > kx +b Vz € Z. (49)

Démonstration.
Supposons P # 0. Par (30), nous avons

AT kP =T kAP = 0. (50)

Comme l'opérateur A, agit indépendemment sur les coefficients des différentes
puissances de ¢, on peut scinder (50) en

A"(c;(T7*P)) =0, VjecZ.

On en déduit que les ¢;(T~*P) sont des polynomes de degré < n. Il ne peut en
exister qu'un nombre fini qui sont non nuls, posons donc



b := min (]| c;(T~FP) #0).
Par définition de b, on a

b<m(T *P(z)), Vu,

et comme
m (T *P(z)) =m(¢ " P(z)) = m(P(z)) — ka,

on a montré (49). O

Sous-lemme 1.2 Si un g-polynome P satisfait
m(P(z)) > kz+b, Vz
et que l’on se donne k' > k,alors
m(Ap P(z)) >k +b et crops(Ap P(2)) = Crats(P(z)), Vz €Z
Démonstration. Triviale. O

Revenons & la démonstration de (44). Quitte & échanger (45) et (46), et &
renuméroter les k;, supposons que ki est le plus petit des k;. Nous avons donc
par le sous-lemme 1.1 que

m(AZn; e AZ:,”’Q(CU)) >ka+b  Vrel. (51)
Par commutativité des Ay et par (46), nous avons que

Ap AR (A A Q) =0,

kg1 Kyt

En appliquant le sous-lemme 1.2, on obtient

+ T ket

Chyo4b (Aﬂ&l LAE(ATE Agij(x)))
:cklw+b(AZZ2 ...Agij(a:)) =0, Vzel.

Ce résultat, avec (51), nous dit que

m(AZZQ - --Aﬂ"Q(ﬂf)) >ke+b+1, Veel. (52)

En itérant le passage de (51) & (52), on déduit que m(A;c”: AZ"LQ(:U)) est

plus grand que tout entier, donc

AL ATQ =0, (53)

On peut maintenant appliquer la récurrence sur le systéme (46) et (53), donc
@ = 0 et on a montré (44). O



Ce lemme nous permet de définir le degré dP d’un ¢-polynéme, qui est en fait
un multi-degré. Introduisons d’abord les notations qui seront utiles par la suite:
Posons

D= {g:Z—)NU{foo}},
on notera ’argument de g comme un indice:
gk - g

Pour chaque g, définissons son support

supp(g) := {k|gr # —oo}. (54)

Le degré dP d’un ¢polyndéme sera un élément de

D= {g €D tq. supp(g)est ﬁni}. (55)

Soit g € D avec supp(g) = {ki1,...,ks}, on abrégera

AR ABSTL parAS (56)
On peut maintenant poser
Definition 4 (degré d’un g-polynome)
dP :=min(g € D| AP = 0). (57)

L’existence du minimum nous est garantie par le lemme 1, (57) est donc bien
défini.

De plus on a

ASP=0 & g>dP. (58)

Posons encore

gl= > (gk+1), (59)

kesupp(g)

qui satisfait

m(A8) = Alel, (60)

Si on se donne un ¢-polynéme P, alors on a
AlPH(7(P)) = n(AYP) =0, (61)

10



on en déduit par (4) que

d(m(P)) +1 < |dP|. (62)
Avec ces nouvelles notations, on peut reformuler (36) en des termes plus proches
de ceux utilisés en (2), & savoir:
Z,(z) = {P € Fon(Z, Zlg, ¢ 1)) ‘ JgeD tq AEP= 0}. (63)
Proposition 4 Le degré des g-polynémes B,,, définis en (25) satisfait

0 si 0<k<n

—0o0  sinon

(dBn)k = {

Démonstration. Posons

{0 si 0<k<n
gk = .

—o0 sinon

On cherche a montrer que g = dB,,, ce qui signifie que
ABB, =0 et g <g = A¥FB,#£0.
On a montré en (43) que
A,...A,B,=A%B, =0.
Si maintenant on se donne g’ < g, on a aussi
lg'| <lgl=n+1,
et comme
7(A® B,) = Al¥lxn(B,) = AlElp, £ 0,
on a
A% B, #0. 0

3.2 Le degré du produit

Soit P et ), des ¢-polynomes. Il est facile de vérifier qu’ils satisfont

d(C-P)=dP, YC € Zlg,q "], C#0, (65)
(d(T"P)), = (AP)g—n, (66)
d(P_) =dP (67)

11



et

d(P + Q) < sup (dP,dQ). (68)

Come conséquence de (66), on a aussi

supp(d(T"P)) = n + supp(dP). (69)

Avant de continuer, introduisons encore quelques notations:
pour g, g € D, on définit g * g’ et g™ € D par

(& % 8") = max (8n + 8k ) (70)
et
gk si k#n
g,g") =Qgr—1 si k=n et d;>1 (71)
—o0 sinon

On remarque que 'opération * ainsi définie sur D est commutative et assossia-
tive. Par ailleurs, il est facile de vérifier que

supp(g * g') = supp(g) + supp(g'). (72)
Notons également que si g = dP, alors on a g™ = d(A,,P) et que sin € supp(g)
alors
A = A" G A, (73)
Montrons maintenant la
Proposition 5 Le degré du produit de deux q-polyndmes P et () satisfait
d(P-Q) < dP xdQ. (74)

Démonstration. Par (58), on a que (74) est équivalent &

AYQ(p.Q) =0. (75)
Procédons par récurrence pour montrer (75). Si P = 0 ou ) = 0, (75) est
trivialement vérifiée. Supposons donc P, Q) # 0 et (75) vérifié pour tous les P,

Q' tels que dP’' < dP, dQ’' <dQ et (dP',dQ’) # (dP,dQ).
Posons g := dP, g’ :=dQ et

k := min (supp(g)). ! := min (supp(g')). (76)

12



Vu que k +1 € supp(g +g'), on a le droit de décomposer (75) en

wo! s’ ) (K+D)
A8 (P . Q) = Ale*s) (

— Als*g)

Api(P-Q))
AP -Q+ " AQ - P)
ARP - Q) + " Als=e) T (

(k1)
(

= A(g*gl)(k+” (

AQ-P).

Lemme 2 Soient g,g' € D, k et l définis comme en (76), alors
(g+8) ) > g® wg’ et (grg)tH) > gug) (77)
Démonstration (premiére inégalité). Si n # k + 1, alors

(k+1) _

(g+g)M = (gxg')n > (g®)

8 )n-

Supposons donc n = k + . Comme k = min(supp(g)) et I = min(supp(g’)), on
a que

(g*g)n=2gr+g.

Distinguons les deux cas possibles:

a. Si (g=x g’)%’cﬂ) =0, c’est que
gr =g =0,
et donc
(g*g) M = (g™ xg'), = —c0.
b. Si (g * g’)%’cﬂ) # 0, alors
(g+g) ™ =(gxg)n—1=gr+g —12>

> gl + gl = (g(k) * ).

Nous avons donc montré (77). O

Par hypothese de récurrence on a que
Ad(AL;P)*(lQ (AkP . Q) _ Ag(l:)*gl (AkP ) Q) _ 0

et

1

AYB@sAP) (A, Q- P_) = AE"E(A,Q - P_) = 0.

En appliquant le lemme on obtient

Algxg))*Fh (

AyP-Q)=0 et Alere)"™

AQ-P)=0

et on a montré (75) donc (74). O
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Corollaire 5.1 L’ensemble Z,(z), défini en (36), muni de l’addition et de la
multiplication des fonctions est un anneau.

Démonstration .

La seule vérification a effectuer est de savoir si les deux opérations sont bien
internes. Pour cela, la définition équivalente (63) est plus commode. Soient
donc P et ), des ¢-polynomes. On a par (68) et (74) que

ASPUAPA (P Q) =0 et APMO(P.Q) =0,
donc P + @ et P - (@ sont également des g-polyndmes. O

Par ailleurs, nous pouvons identifier un sous-anneau remarquable, & savoir,
I'anneau Z{(z), des g-polynomes P tels que d P = 0 ou —oo, Vk € Z.
Si on pose

D,:={geD|g <0 Vkelk} (78)

alors on peut écrire

29(x) = {P € Zq(.r)‘ dP € Do}. (79)

q

C’est bien un sous-anneau car

g, g €D, = sup(g,g') €D, et gxg €D,, (80)
donc
PQEeZ(x) = P+QeZx) et P-QeLi(x). (81)

Les ¢-polynomes By, définis en (25), appartiennent par exemple a Z (), comme
nous l'indique (64), on a bien dBy, € D,.

3.3 Une base pour Z,(z)

On a vu que la donnée en (6), d’'un inverse de 'opération A a été utile pour
montrer que les by forment une base de Z(x). De maniére analogue, on définit

> " P(n) sio x>0
n=0

A'P(z) =2 0 siox=-1, (82)
—z—1
- Z FEtIP(—n) i oz < -1
n=1
qui est un inverse a droite de Ay, et qui satisfait
ALYARP(z) = Px) — "D P(-1). (83)

Essayons maintenant de déterminer quels sont les g-polynomes () qui satisfont
a I’équation A8Q = P.

14



Lemme 3 Soit P un q-polynome, g € D avec n = |g|, C1...C,, € Z[q,q" "] et
ne € Z. Alors il existe un unique g-polynome @ satisfaisant
ABQ =P (84)
et
Q(n, +1) = C; pour 1<i<n.

Démonstration .
On peut écrire A8 sous la forme
A, .. Ag

n "

En développant entierement A8Q)(x), on obtient une expression du style
AEQ(z) = Ag, - A, Qz) =) A,Q(z — 1),
r=0

ol les A, sont des éléments de Z[q,q '] qui dépendent de g. Notons simple-
ment que A, et A, sont inversibles dans Z[g,q '], on peut méme les écrire
explicitement:

A,=1 et A, = (,1)"qk1+...+k,,'

On obtient donc un systeme d’équations pour les valeurs de @Q:

> AQ—r)=Px), Vzelk (85)

Si maintenant on se donne n valeurs successives de () (par exemple pour n,+1 <
x < m, + n), la valeur qui suit est entierement déterminée par

AD-Q(nD+n+1):P(n0+n+l)fZArQ(no+n+17r).
r=1

De méme, la valeur de ) qui précede est déterminée par
n—1
An : Q(no) = P(no + n) - Z ArQ(no +n— 7“).
r=0

En itérant le calcul, on obtient toutes les valeurs de Q pour ¢ > n, +n + 1 et
z < n,. Le ¢g-polynéme @ ainsi définit satisfait (85) par construction, et donc
aussi (84). On a démontré lexistence et I'unicité. O
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Definition 5 On notera A~8P, l'unique g-polynome @ satisfaisant

AEQ =P
et
Q(z) =0 pour — g/ <z < -1
On peut voir que
T(A78) = A8l (86)

Pour g, g' € D, définissons g+g' € D par

gr+gp+1 si grgp>0

g+g' = Qg si gj, = —00 (87)
8k si g = —oo,
qui satisfait
AETE — AE o AE (88)

Il est facile de vérifier que

lg+g'| = Igl +|g| (89)

et que

supp(g+g') = supp(g) U supp(g'). (90)
Proposition 6 Soient g, g' € D, alors
A-Ete) — A8 o AR, (91)

Démonstration. Soit P un ¢-polyndéme, on pose @ := A’(ﬂg,)P, qui satisfait
par définition

ABTEQ = ASAE'Q =P (92)
et
Q)=0 pour  —|g| —[g'| = —[g+g'| <z < -1 (93)
Si on écrit
lg'|
AEQ(x) =) AQx —1),
r=0



on voit que (93) implique
ABQ(z) =0 pour — g/ <z < -1

Ceci, combiné avec (92) nous donne

AEQ=AEP. (94)
Maintenant, (94) et (93) entrainent

Q=AEAEP
et on a montré (91). O

Comme corollaire, on a que

A BoAE = A8 oA E (95)

De méme, si

g n Ng
A _Akl...Akﬂ,
alors
—-g _ —n1 —Ng
A78 = Akl .. .Aks .

On a vu que les By, tels qu'ils ont été définis en (25) appartiennent tous au
sous-anneau Zg(x). Si maintenant on veut faire une base de Z (), il faut donc
en introduire des nouveaux.

Definition 6 Pour g € D, B, est I'unique g-polynome satisfaisant
ABB, =0 (96)
et
B, (0) = 1; By(x) =0 pour —|g|+1<az<-1 (97)
Si supp(g) =0, on admettera By = 0.
Notons que
m(Bg) = bg| 1 (98)
et que
dB, = g. (99)
Par ailleurs, si g = dB,,, o By, est défini comme en (25), alors on retombe sur

By = By
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Proposition 7 Pour g, g' € D, supp(g) # 0, on a

A8 By =B, .. (100)
Démonstration. Pour —|g'| <2 < —1, on a bien
Bg—i—g’ (T) = 0,

ceci car —[g+g'| +1 = —[g| - [g'| +1 < ~[g'].
Reste a voir que

A¥'B,; . = B,.
On a bien
AB(A¥'B;,) = AST'B . =0.

Il reste donc a voir que

' ]. Si IZO
A8 B . (z)= .
she () {0 sio —lgl+1<z< -1

Pour cela, on développe
lg'|

Angg4g, (x) = Z ArBy iy (=)
r=0

Tous les termes de la somme sont nuls sauf quand z = 0 et r = 0, ou ’on obtient
1. Nous avons donc montré (100). O

En particulier, si k € supp(g), (100) nous dit que

By = A" By (101)

Definition 7 On appellera “suite réguliére” dans D, toute suite croissante
(g%)ien, d’éléments de D satisfaisant

lg'l=i Vi>0 (102)
et
VgeD 3i tq g<g. (103)

De méme, une suite croissante (g')ien, d’éléments de D,, est réguliére dans D,
si elle satisfait (102) et

VYgeD, Fi tq g<g. (104)
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Soit (g') une suite réguliere (dans D ou dans D,). Vu que la suite est croissante

et que |g-7 ! = |gi| — 1, 0n a

1

A% = Ay 0 A8 (105)

On détermine ainsi une suite d’entiers (k;);>1 qui satisfont

A8 = Ay 0...0Ay,. (106)

Pour (g') réguliere dans D, chaque entier apparaitra une infinité de fois dans
(k;); pour (g') réguliere dans D,, chaque entier y apparaitra exactement une
fois.

En pratique, la donnée de la suite réguliere est équivalente a la donnée de la
suite des k;.

Proposition 8 Soit (g') une suite réguliére dans D, alors tout P € 7Z,(x)
s’écrit de facon unique comme somme finie

P= Z CiByi avec Ci € Zlq,q '] (107)

i>1

En plus, on a C; = ¢* A8 P(=1).
De méme, si (g') est régulicre dans D,, alors on obtient une décomposition
unique pour tous les P € Lg(z).

Démonstration .

Existence: Supposons d’abord P € Zg(z). Si P = 0 le résultat est trivial.
Supposons donc P # 0 et la proposition vérifiée pour tous les P’ tels que
dP' < dP et pour toutes les suites (g°), régulieres dans D. Soit (g'), la suite
réguliere définie par

=i

g = (g™,
et qui satisfait
Agi = Aki+1 o] Agi71 .

Par hypothese de récurrence, on peut décomposer

Ay, P = Z C!By,
i>1

avec les C] de la forme
Cl = gF+1 A8 Ay P = ¢h+1 AR P,
On développe maintenant P(z) en utilisant (83):
P(z) = Ay A, Pz) + ¢TI P(-1).

Autrement dit
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P=A"> CiBy +¢" P(-1)By

i>1
= ClBgl + A,;ll Z Cl{ilBgi—l
i>2
= ClBgl + Z Cz{ilBgi
i>2
=3 CiBy  avec  Ci=qMAsTP(-1).

i>1

Soit maintenant P € Z¢(x) et (g°) réguliere dans D,. 1l existe un i,, tel que
gle > dP. Considerons une suite (g') réguliere dans D, qui coincide avec (d?)
pour i < i,. Vu que P € Zj(x) C Zy(x), on a

P =Y CiBy,

avec C; = qk’AgFl_P(fl).

Or, pour i > i,, A8 P(—1) =0, il nous reste donc

io 1o
P=> CiBg =) CiBy.
i=1 i=1

Unicité:
On a le droit de se restreindre au cas P = 0. Admettons que

> CiBy: =0.
i=1
Vu que 7(Bygi) = bjgij—y = b; 1, on a

W(ZCng') = Zﬂ'(ci)bi,1 = 0

En appliquant (8), on déduit que 7(C;) = C;(1) = 0 Vi, on peut donc extraire
un facteur (1 — ¢g) de chacun des C; et écrire

> CiBy =(1-1q)) CiB, =0.

La construction ci-dessus pouvant étre répétée r fois, on obtient que
(1- q)”|Ci vr.

Tous les C; sont donc nuls, I’écriture est unique. O
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4 Notations

p

A

by,
dp
Afl
P

C

p € Z(z)

Ap(w) = p(x) = p(z — 1)
bi(z) = (“1*)

A'p=0 & n>dp+1

A(Aflp) =p, A~ lp(=1)=0

P € Z,(z)
CeZlgq]
k .
n 1_qn7k+z .
= ——— € 7Z]q,
(k) [[* 5" et

{g:7Z - NU —o0o|supp(g) est fini} g: k> gy
supp(g) = {k|gr # —oo}
A8 = Aitlﬂ . Ai:‘“, avec supp(g) = {k1...ks}

dPeD, AtP=0 & g>dP

> (s+1),  w(A") = Al

kesupp(g)

(g% &)k = maxnez(gn + gt _n)

A" = A, oA8 pour n € supp(g)
Do={g€eDlg.<0VkeZ}

A8(ATBP) =P, A78P(z) =0 pour —|g/<z<-1
ABTE — A8 o A8

19pi =0

dB, = g, B =
g =8 ¢ (2) {0 si o Jgl+l<a< 1




